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Анотація—У статті розглядається статистичне обґрунтування процедур ідентифікації параметрів моделі дина-
міки глікемії в умовах невизначеності результатів вимірювань. Обґрунтовано вибір регресійної моделі з випадко-
вими коефіцієнтами, що характеризує зміни рівня глікемії при істотних обмеженнях на обсяг первинної вимірюва-
льної інформації. Проаналізовані існуючі методи визначення діабету 2 типу, а також моделі для ідентифікації діа-
бетичних станів. Визначені три моделі для яких можна оцінити похибки вимірювання елементів множин. Їм слід 
надати перевагу при ідентифікації діабетичного стану. Також виявлено одну основну модель, яка найбільш при-
йнятна для задач розпізнавання параметричної моделі динаміки глікемії при перевірці справедливості статистич-
них гіпотез. 

Ключові слова — динаміка глікемії; регресійна модель; ефективність ідентифікації; поліноміальна модель; пара-
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I. ВСТУП  
Наразі існує багато методів інвазійного визна-

чення глікемії, які мають широке розповсюдження. 
Однак, такі методи можуть привести до інфекційних 
захворювань. Тому зараз набирають популярність  
дослідження неінвазійного метода визначення гліке-
мії, які можна буде використовувати у медичних  
цілях. Вже досліджено кілька можливих методів, які 
зможуть точно визначити рівень глюкози в крові без 
пошкодження шкіряного покриву: 

1) Оптичний метод заснований на зміні  
кольору шкіри. Для цього використовуються 
пучки різної довжини. Прилад сканує відби-
ток чи поглинання пучків, після чого видає 
результат. Однак такий метод вимагає рете-
льного калібрування, інакше точність даних 
може стати сумнівною [1]. 

2) Також на піку досліджень знаходиться лазе-
рна спектроскопія. В основі метода лежить 
використання інфрачервоного джерела сві-
тла і дифузійного відбивача. Контакт шкіри 
відбувається з рівною стороною напівсфери-
чної лінзи, що добре впливає на записи спек-
тра шкіри. При цьому з верхніх шарів шкіри 
збираються розсіяні фотони, фокусуються на 
детекторі, після чого відбувається аналіз зіб-
раних даних. Завдяки тому, що верхні шари 
шкіри можуть накопичувати глюкозу в капі-
лярах, за коефіцієнтом поглинання певних 
довжин хвиль можна визначити її кількість 
за допомогою спеціального багатовимірного 
аналізу даних [2]. 

3) Все більше набирає популярність метод  
визначення перших симптомів діабету по  
варіабельності серцевого ритму. Вже було 
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проведено кілька досліджень, завдяки яким 
було встановлено, що є залежність між діа-
бетом і частотою серцевих скорочень. Для 
цього пацієнтам з діабетом було запропоно-
вано носити пристрої для моніторингу  
роботи серця. Після чого порівнювалися дані 
моніторингу при гіпоглікемічних подіях [3]. 

II. ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 
Статтю присвячено проблемі підвищення ефекти-

вності ідентифікації параметрів моделі динаміки глі-
кемії за мінімально обмеженим обсягом результатів 
глюкозотолерантного тестування. Неоднорідність 
динаміки глікемії забезпечується, при цьому, факто-
ром стимулювання секреції інсуліну екзогенною глю-
козою (глюкозним навантаженням). Для вирішення 
проблеми аналітично досліджуються параметричні 
підходи до відновлення поліноміальних регресійних 
моделей по обмеженим експериментальним даним  
з узагальненням на функціональні особливості дина-
міки глікемії. Такі підходи забезпечують первинну 
вимірювальну біохімічну інформацію щодо змін  
математичного очікування рівня цукру в крові, як  
функції часу. 

Ця проблема пов’язана, з одного боку, з апріор-
ною нестаціонарністю таких залежностей (як експе-
риментально індукованих перехідних процесів),  
а з іншого боку, з непереборними обмеженнями на 
обсяги результатів вимірювань в неповних (усічених) 
експериментах.  

III. АНАЛІЗ ЛІТЕРАТУРИ 
Відомо, що параметричні підходи застосовуваних 

методів статистичного аналізу [4]–[7] можуть бути 
неадекватними, викликаючи систематичні локальні  
і глобальні зміщення модельних функціональних  
залежностей. 

IV. МЕТА 
Обґрунтування вибору регресійної моделі зміни 

рівня глікемії при істотних обмеженнях на обсяг пер-
винної вимірювальної інформації, які обумовлюють 
невизначеність нелінійних змін моделі при нормати-
вних глюкозних навантаженнях. 

V. АНАЛІЗ ВАРІАНТІВ ВІДНОВЛЕННЯ  
ПОЛІНОМІАЛЬНИХ РЕГРЕСІЙ В НЕПОВНИХ  

ВИМІРЮВАЛЬНИХ ЕКСПЕРИМЕНТАХ 
Введемо дві множини вимірюваних величин: 

X  – моменти часу, що визначають послідовності 
вимірювань рівня глюкози; 

Y  – результати вимірювання рівнів глюкози  
у фіксовані моменти часу. 

Відомо [8], що дві множини елементів X  і Y  
пов’язані функціональною залежністю, якщо кож-
ному елементу x X∈  може бути поставлений  
в однозначну відповідність елемент y Y∈ . Ця залеж-
ність називається функцією, якщо множина X  – век-
тори, а множина Y  – скаляри. Однак, існують і такі 

залежності, де кожному вектору x  ставиться у від-
повідність число y , отримане за допомогою випад-
кового випробування, згідно умовної щільності 
( )|P y x . Інакше кажучи, кожному x  ставиться  

у відповідність закон ( )|P y x , згідно з яким у випад-
ковому випробуванні реалізується вибір y . 

Існування такого роду залежностей відображає 
наявність стохастичних зв’язків між вектором x   
і скаляром y . Повне знання стохастичних зв’язків 

вимагає відновлення умовної щільності ( )|P y x .  
Завдання ж відновлення умовної щільності надзви-
чайно важке. Однак, часто на практиці (наприклад,  
в задачах обробки результатів вимірювання) потрібно 
знати не щільність, ( )|P y x а лише одну з її характе-
ристик: функцію умовного математичного очіку-
вання, тобто функцію, яка кожному x  ставить у від-
повідність число ( )y x , що дорівнює математичному 
очікуванню скаляра y  

( ) ( )|y x yP y x dy= ∫  

Функція ( )y x  є регресією, а завдання її віднов-
лення у вигляді оцінки функції умовного математич-
ного очікування — завданням відновлення регресії. 

Задача відновлення регресії є однією з основних 
задач прикладної статистики. До неї зводиться про-
блема інтерпретації результатів прямих експеримен-
тів. Нехай закономірність впливу часу t  на функцію 
відгуку ( )Y t  пов’язує математичне очікування Y   
з вимірюваними значеннями величини часу t . 

Будемо розглядати Y  як контрольований пара-
метр, залежність якого від t  – невідома і є стохастич-
ною. 

Оцінка контрольованого параметра Y  прово-
диться на підставі результатів вимірювання значень 
величин t з подальшим функціональним перетворен-

ням цієї величини в оцінку *Y . 

Розглянемо в загальному вигляді залежність пара-
метра Y  від величини t  для набору 1,... mt t  моментів 
часу t  

 ( ) , 1,i iY F t i m= =   (1) 

При відсутності інформації про вид фізичної  
моделі для вибору функціонального зв’язку ( )F ⋅ ,  
такий зв’язок передбачається стохастичним [9], [10], 
для якого залежність (1) для моменту часу it  форма-
льно може бути записана у вигляді множинної ліній-
ної регресії iY  порядку L  регресорами, в загальному 
випадку залежними від часу 



i i iY Y= + ε , 
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0
r

i r i
L
rY b t== ∑ , (2) 

де 0 ,... Lb b  – коефіцієнти (параметри) регресійної  

моделі; it – регресори 1,i m= ; iε  – випадковий зали-

шок результату обчислення значення iY , що задово-
льняє умовам взаємонезалежності та нормальності 
розподілу імовірностей [4], [11]; L  – порядок моделі 
( )1L m= − . 

Дослідження впливу можливих варіантів невизна-
ченості в параметрах моделі (2) на точність обчис-
лення функцій iY і iY  показує, що таку модель найз-
ручніше розглядати як випадкову (з випадковими  
регресорами). 

Існує кілька варіантів моделі (2) з випадковими 
регресорами (Таблиця 1). 

VI. АНАЛІЗ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ ДОСЛІДЖУВАНИХ  
РЕГРЕСІЙНИХ МОДЕЛЕЙ 

У функціональній моделі випадковим є регресор 
it  (через похибки його вимірювання iδ ). 

Модель з помилками у змінних — це варіант фун-
кціональної моделі, в якій випадковий фактор 
пов’язаний не тільки з похибками iδ , але і з помил-
ками визначення значень функції Y . 

У структурній моделі змінні Y  і ( )it  – випадкові, 

а зв’язок, у вигляді апріорно невідомої функції ( )F ⋅  
існує не між математичними очікуваннями цих змін-
них, а між їх випадковими значеннями з невизначені-
стю для порядку L  їх регресійного зв’язку. 

Модель регресії другого роду, яка називається ще 
моделлю компонент дисперсій, є різновидом структу-
рної моделі, в якій крім Y  і ( )it випадковими є і кое-
фіцієнти 0 ,... Lβ β . 

Модель контрольованих змінних — це варіант  
попередньої моделі, проте тут, хоча регресори і випа-
дкові, середні значення цих регресорів контролю-
ються. 

Можна показати [8], [12], що задача відновлення 
регресії фактично зводиться до схеми мінімізації  
середнього ризику, в якій, на відміну від задачі нав-
чання розпізнавання образів, функція (2) може прий-
мати будь-які значення з інтервалу ( );−∞ ∞ . Наяв-
ність мінімуму ризику вказує на досяжність, при  
обмеженнях на невизначеність, що виникає випадко-
вого залишку ε  і похибок iδ , i∆ , якщо порядок  
регресії L  – фіксований, а сама модель Y  динаміки 
глікемії відноситься до варіантів функціональної  
моделі або моделі з помилками в змінних. 

ТАБЛИЦЯ 1 ПОЛІНОМІАЛЬНІ МОДЕЛІ ФУНКЦІЇ ( )Y t  ЗА ВИДАМИ ПАРАМЕТРИЧНОЇ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ 

№ Найменування моделі Математична реалізація функції (1) Невизначеності пара-
метрів регресії (2) 

Контрольовані еле-
менти моделі 

1 Функціональна ( ) ( )
0

i r i i
r

L rM Y t
=

= β + δ∑  iδ  – похибка вимірю-

вання it  ( )1,i m=  
( ) , ,i rM Y Lβ  

2 З помилками у змінних ( ) ( )
0

r
i i r i i

L

r
M Y t

=
+ ε = β + δ∑  iδ , iε  – похибка об-

числення функції iY  
,r Lβ  

3 Структурна (умовна ре-
гресія) 

{ }

( )

0

0

*
| r

i i i i
r

r i i
r

L

L r

M Y t

t

=

=

 
  + ε + δ =   

 

= β + δ∑
 iδ , iε , *L  – неви-

значеність у виборі по-
рядку L  моделі (2) 

( )rM β  

4 Компонент дисперсій 
{ }

( )( )

*

0

0

| r
i i i i

r

r
r r i i

r

L

L

M Y t

t

=

=

 
  + ε + δ =   

 

= β + ∆ + δ∑
 iδ , iε , *L , r∆  – 

похибка визначення ко-
ефіцієнтів регресії (2) 

Дисперсії 
2
ti
δ  і 

2
iYδ  

5 Контрольованих змін-
них 

{ }

( ) [ ]( )

*

0

0

| r
i i i i

r

r
r r i i

r

L

L

M Y t

M t

=

=

 
  + ε + δ =   

 

= β + ∆ + δ∑
 iδ ; iε ; *L ; r∆  ( )iM t  
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Рис. 1 Довірчі інтервали для біохімічних параметрів за станами 

1Θ  і 2Θ  (довірча імовірність – 0,95) 

ТАБЛИЦЯ 2 ОПТИМАЛЬНІ ЗНАЧЕННЯ 
2
pR  ДЛЯ L  ТА ВИДУ РЕГРЕСІЙ-

НИХ МОДЕЛЕЙ ( 30N = ; 6m = ) 

2
maxpR  L  2

pR  
НОМЕР РЕ-
ГРЕСІЙНИХ 
МОДЕЛЕЙ 

0,724 5 0,711 1 
0,801 4 0,793 2 
0,656 3 0,644 3 

 

На рис. 1 представлені, як приклад оцінювання  
поліноміальних регресій, що моделюють невизначе-
ність зміни рівнів глікемії для альтернативних станів 
(модель № 2 Таблиця 1): 

• 1Θ  – норма (відсутність діабету); 

• 2Θ  – діабет 2-го типу. 

Для цих станів були розраховані нижня нε  і вер-
хня вε  межа контрольних інтервалів (при довірчій 
імовірності 0,95P = ), що ілюструють появу невизна-
ченості (затонована область) при ідентифікації даних 
станів. 

Ці межі обчислювалися відповідно до моделі інте-
рвального оцінювання параметрів при відомій диспе-
рсії їх точкових оцінок [10] 

( ) 2н TTε = ε − σ , 

( ) 2в TTε = ε + σ , 

де ( )Tε  – поліноміальна модель 4-го порядку для  
математичного очікування процесу зміни глюкози 
для часу спостереження T  (для обраного біологіч-
ного стану tΘ , де t  приймає одне із значень – 1 або 
3); Tσ  – стандартне відхилення для результату вимі-
рів рівня глюкози. 

З рис. 1 видно, що контрольні інтервали для 1 і 2 
завжди перетинаються, що обумовлює високу неви-
значеність прийнятих діагностичних рішень при кла-
сифікації моделей динаміки глікемії (для рівня значу-
щості 0,05α = ). 

Для вибору регресійної моделі, що має мінімальне 
перетинання між довірчими інтервалами рис. 1,  
можна використати два підходи [9]: 

• обчислення оцінок середнього ризику для  
вибраних станів діабетичних порушень для 
кожної із регресійних моделей (вибір по міні-
муму ризику); 

• обчислення скорегованого коефіцієнту детер-
мінації, що характеризує точність регресійної 
моделі (вибір по максимуму скорегованого 
коефіцієнту). 

В табл. 2 надані результати обчислень максималь-
них значень скорегованого коефіцієнту детермінації 
для перших трьох моделей з табл. 1. 

Для розрахунку скорегованого коефіцієнту детер-
мінації використовувалося рівняння. 

Скоригований коефіцієнт детермінації 

( )2 21 1p p
nR R

n p
 

= −  − 
−  

2
pR  — выборочный множественный коэффициент 

корреляции; 1p L= + , *n N m= , Nθ   кількість паці-
єнтів, що знаходяться у стані θ . 

Результати обчислень, що надані в Таблиця 2, вка-
зують на те, що модель 2 має більшу точність, оскі-
льки її скорегований коефіцієнт детермінації є найбі-
льшим з усіх можливих. 

ВИСНОВКИ 
1) Процедура відновлення поліноміальної  

регресії, як моделі динаміки глікемії, спро-
щується, якщо кількість можливих варіантів 
цієї моделі – кінцева. У цьому випадку від-
новлення еквівалентно ідентифікації параме-
трів поліноміальної регресії для кінцевої 
множини параметрів, отриманих на етапі на-
вчання системи ідентифікації. 

2) При використанні моделей Таблиця 1 для 
ідентифікації діабетичних станів перевагу 
слід віддати першим трьом моделям, для 
яких можна оцінити похибки вимірювання 
елементів множин як X  так і Y . Моделі  
№ 4 і № 5 мають, на жаль, непереборну  
невизначеність в кутових коефіцієнтах  
регресії, що призводить до неефективності 
оцінювання математичного очікування еле-
ментів множини Y . 

3) Використання моделі № 2 найбільш прийня-
тне для задач розпізнавання параметричної 
моделі динаміки глікемії при перевірці спра-
ведливості статистичних гіпотез, кількість 
яких відповідає числу діагностованих діабе-
тичних станів. 
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Аннотация—В статье рассматривается статистическое обоснование процедур идентификации параметров  
модели динамики гликемии в условиях неопределенности результатов измерений. Обоснован выбор регрессионной 
модели со случайными коэффи-циент, характеризующий изменения уровня гликемии при существенных ограни-
чениях на объем первичной измерительной информации. Проанализированы существующие методы определения 
диабета 2 типа, а также модели для идентификации диабете политических состояний. Определены три модели, для 
которых можно оценить погрешности измерения элементов множеств. Им следует отдать предпочтение при иден-
тификации диабетического состояния. Также выявлено одну основную модель, которая наиболее приемлема для 
задач распознавания параметрической модели динамики гликемии при проверке справедливости ста статистиче-
ски гипотез. 

Ключевые слова — динамика гликемии; регрессионная модель; эффективность идентификации; полиномиальная 
модель; параметрическая неопределенность. 
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Abstract—In the course of the research, it was analyzed that there are currently many widespread methods of invasive 
detection of glycemia. However, such methods can lead to infectious diseases. To minimize the risk of infection, research 
into the non-invasive method of determining glycemia, which can be used for medical purposes, is gaining popularity. The 
article describes the most common of these methods currently used. 

The article deals with the statistical substantiation of procedures for identifying the parameters of the glycemic dynamics 
model in the uncertainty of the measurement results. The heterogeneity of glycemic dynamics is ensured by the factor stim-
ulating insulin secretion by exogenous glucose (glucose loading). 

The purpose of the article is to substantiate the choice of regression model of change in the level of glycemia with signif-
icant restrictions on the volume of primary measurement information, which cause uncertainty of nonlinear changes of the 
model at normative glucose loads. 

For the first time, polynomial regression analysis was applied to identify variants of polynomial regression recovery in 
incomplete measurement experiments for existing methods of type 2 diabetes, as well as models for the identification of 
diabetic conditions. Implementation of such dependencies can confirm the presence of stochastic relationships between the 
factors of influence and response of the organism. Three models are identified that should be prioritized in identifying the 
diabetic condition. It is shown in the paper that the research problems are reduced to the procedure of polynomial regression 
restoration as a model of glycemic dynamics depending on the number of possible variants. The analysis of the model shows 
that the main elements that influence the result are the sum of the regressors with a certain coefficient and the sum of the 
random remainder of the result of the calculation, which satisfies the conditions of interdependence and normality of prob-
ability distribution. One basic model, which is most suitable for the problems of recognizing the parametric model of glyce-
mic dynamics in verifying the validity of statistical hypotheses, was also identified. The paper deals with a polynomial model 
of function by types of parametric uncertainty regarding the functional relationship between the factors of influence and 
reaction of the organism. The paper presents, as an example, the estimation of polynomial regressions that model the un-
certainty of changes in glycemic levels for alternative conditions.  

Keywords — the dynamics of glycemia; regression model; efficiency of identification; polynomial model; parametric uncer-
tainty; 
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