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Применение разностных уравнений в системах упреждающего 
управления преобразователями постоянного тока

Разработаны дискретные модели отно-
сительно части переменных состояния. Про-
ведена оценка точности и трудоемкости по-
лученных моделей. Показаны методы ис-
пользования дискретных моделей для 
управления преобразователями постоянно-
го тока. 
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Введение 

Одним из методов повышения динамиче-
ских характеристик  преобразователей постоян-
ного тока является применение систем упреж-
дающего управления [1]. Работа системы упре-
ждающего управления основывается на прогно-
зе временной последовательности сигналов 
управления, которая переведет систему из те-
кущего состояния в заданное, для чего исполь-
зуется математическая модель преобразовате-
ля. Возможность применения системы упреж-
дающего управления для конкретного типа пре-
образователя определяется типом его матема-
тической модели. Основные требования, 
предъявляемые к математической модели: 
− прогноз состояний системы с помощью ма-

тематической модели должен происходить 
быстрее, чем протекает реальный процесс; 

− математическая модель с заданной точно-
стью должна отражать возможные режимы 
работы преобразователя. 
Соблюдение данных требований обеспечи-

вается выполнением минимального количества 
математических операций при прогнозе состоя-
ний системы и максимальным соответствием 
моделируемому преобразователю. 

На практике чаще всего используют непре-
рывную математическую модель преобразова-
телей, которая основывается на аналитической 
форме описания переходного процесса [2]. Та-
кая математическая модель используется при 
постоянном количестве реактивных элементов в 
цепи нагрузки. Переменными величинами в мо-

дели являются значения параметров отдельных  
элементов нагрузки для определения которых 
разрабатываются специальные алгоритмы [3]. В 
этом случае структура аналитических формул 
модели постоянна.  При изменении количества  
реактивных элементов нагрузки в широких пре-
делах для формирования адекватной матема-
тической модели необходимо использовать ал-
горитмы диагностики структуры цепи нагрузки и 
решения дифференциальных уравнений преоб-
разователя. Использование непрерывной ма-
тематической модели приводит к громоздким и 
трудоемким результатам. Из-за того, что вы-
числения выполняются в масштабе реального 
времени, это резко ограничивает круг решае-
мых задач.   

Для уменьшения трудоемкости расчетов в 
цепях с переменной структурой нагрузки целе-
сообразно использовать дискретную математи-
ческую модель, с помощью которой состояния 
системы прогнозируются в дискретные моменты 
времени. Шаг дискретизации ∆t, как правило, 
выбирают постоянным.  Использование дискрет-
ной модели дает следующие преимущества: 
− при формировании модели исключается 

этап решения дифференциального уравне-
ния цепи; 

− уменьшается количество математических 
операций в формулах прогноза за счет ис-
пользования постоянных коэффициентов 
вместо трудоемких тригонометрических и 
экспоненциальных функций. 
1. Дискретная модель относительно всех 

переменных состояния 
Для формирование дискретной математиче-

ской модели дифференциальное уравнение 
системы заменяется разностным [4, 5]: 
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Один из возможных вариантов дискретной 

модели разработан для использования в ши-
ротно-импульсных преобразователях (ШИП) [6]. 
Для  формирования рассматриваемой матема-
тической модели используется метод функций 
свободного режима (ФСР) [7]. Прогнозная ма-
тематическая модель в матричной форме для 
точки k имеет следующий вид: 
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−= ∆ + ⋅ ∆1( ) ( )k ПЕР kt tX X X F ,  (2) 
где Х = |x1, ... xj, ... xn|T – вектор переменных 
состояния,  
ХПЕР(∆t) – значения переходной составляющей 
вектора переменных состояния в точке ∆t; F(∆t) 
– значения матрицы ФСР в точке ∆t. 

Итерационное выражение (2) позволяет 
прогнозировать значения переменных состоя-
ния с шагом ∆t в цепях с произвольной структу-
рой и параметрами. Следует отметить, что в 
прогнозных формулах используются только 
операции сложения и умножения, а трудоем-
кость вычислений имеет квадратичную зависи-
мость от порядка цепи n.  

Данную математическую модель целесооб-
разно использовать при  необходимости про-
гноза всех переменных состояния. В случаях, 
когда прогнозировать переменные состояния 
нагрузки нет необходимости или их измерение 
невозможно по техническим причинам, разра-
ботанная математическая модель является из-
быточной. 

Для уменьшения трудоемкости вычислений 
целесообразно разработать математические 
модели относительно части переменных со-
стояния хj.  

2. Дискретная модель относительно одной 
переменной состояния 

Рассмотрим случай прогноза одной пере-
менной состояния. Разностное уравнение рас-
сматриваемой математической модели получа-
ется из выражения (1) при условии, что внеш-
нее воздействие f(t) постоянно. Для цепи поряд-
ка n общий вид математической модели относи-
тельно заданной переменной состояния хj име-
ет следующую структуру: 
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где Kn0, Kni – постоянные коэффициенты. 
Для нахождения коэффициентов Kni необ-

ходимо измерить значения переменной состоя-
ния хj, подставить полученные значения в урав-
нение (3) и  решить, составленную из n+1 ука-
занных уравнений, систему. Например, обозна-
чив измеренные значения переменной состоя-
ния хj с1...с7, для цепи третьего порядка полу-
чим: 
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Исключив из системы (4) одно уравнение и 
коэффициент Kn0 и вычтя первое уравнение из 
последующих, получим следующую систему: 
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или в матричной форме: 

⋅G = Q K ,  (6) 
где G – вектор значений переменной состояния; 
Q – матрица значений переменной состояния; K 
– вектор коэффициентов Kni. 

Рассчитав коэффициенты Kni, из любого 
уравнения системы (4) находится Kn0. 

Используя значения коэффициентов Kni и 
выражение (4) возможно рассчитать значение 
вынужденной составляющей Х1В, которое не-
обходимо для реализации упреждающего 
управления. В установившемся режиме Х1k = 
Х1(k-1) = …=  Х1(k-n) = Х1B, тогда  
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Из (7) определяется вынужденная состав-
ляющая: 
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Как видно из формулы (8) между вынужден-
ной составляющей ХВ1 и коэффициентом Kni 
существует линейная зависимость и в случае 
свободного режима Kn0 = 0. 

Оценим трудоемкость вычислений при ис-
пользовании разностных уравнений относи-
тельно одной переменной по сравнению с ме-
тодом ФСР. Трудоемкость оценивается по ко-
личеству математических операций, исполь-
зуемых при расчетах. Прогнозные формулы от-
носительно одной переменной состояния имеют 
структуру подобную формулам метода ФСР. 
Поскольку математическая модель метода ФСР 
состоит из n прогнозных формул, а математиче-
ская модель относительно одной переменной 
состояния – из одной, то трудоемкость вычис-
лений в данной математической модели мень-
ше в n раз. На рис. 1 показана зависимость  
уменьшения трудоемкости данной модели 
МР.У. по сравнению с методом ФСР в зависи-
мости от порядка цепи n.  
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Рис. 1. Уменьшение трудоемкости вычислений 
модели относительно одной переменной состоя-
ния в зависимости от порядка цепи 

Из графика видно, что трудоемкость вычис-
лений для цепей 2-5 порядков при использова-
нии математической модели относительно од-
ной переменной состояния снижается в 2-5 раз. 

Определим аналитические выражения ко-
эффициентов Kni. Для конкретности рассмот-
рим свободный процесс в цепи второго порядка, 
его аналитическая форма записи представлена 
ниже: 

⋅ ⋅= +1 2
CB 1 2( ) p t p tX t A e A e  (9) 

где А1, А2 – постоянные интегрирования; р1, р2 
– корни характеристического уравнения. 

Определив значения свободной состав-
ляющей в точках 0, ∆t, 2∆t: 

= +CB 1 2(0)X A A , (10) 

⋅∆ ⋅∆∆ = +1 2
CB 1 2( ) p t p tX t A e A e , (11) 

⋅ ∆ ⋅ ∆∆ = +1 2 2 2
CB 1 2(2 ) p t p tX t A e A e . (12) 

и сделав замены ер1·∆t = B1 и ер2·∆t = B2, по-
лучим: 

= +CB 1 2(0)X A A ,  (13) 

∆ = +CB 1 1 2 2( )X t A B A B , (14) 

∆ = +2 2
CB 1 1 2 2(2 )X t A B A B .  (15) 

Подставив значения свободной составляю-
щей (13)-(15) в (3), получим: 

+ = + + +2 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2( ) ( )n nA B A B K A B A B K A A .(16) 
Для того, чтобы уравнение (16) стало тож-

деством, коэффициенты Kn1 и Kn2 должны 
иметь такие значения: 

⋅∆ ⋅∆= + = +1 2
21 1 2

p t p tK B B e e ,  (17) 

+ ∆= − = − ( 1 2)
22 1 2

p p tK B B e .  (18) 
Аналогично выводится выражения для ко-

эффициентов Kni цепей высших порядков. Для 

цепей третьего порядка коэффициенты Kni на-
ходятся по следующим формулам: 

 = + +31 1 2 3K B B B ,  (19) 

 = − + +32 1 2 2 3 3 1( )K B B B B B B , (20) 

 =33 1 2 3K B B B .  (21) 
По полученным результатам можно сделать 

взвод, что коэффициенты Kni являются коэф-
фициентам полинома степени n, корнями кото-
рого являются экспоненты корней характери-
стического уравнения в момент времени ∆t: q1 = 
ер1∆t, q2 = ер2∆t,..., qn = ерn∆t. Уравнение, из 
которого определяются экспоненты корней ха-
рактеристического уравнения, имеет следую-
щий вид: 

 
−
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Уравнение (22) является аналогом характе-
ристического, но строится оно относительно экс-
понент корней характеристического уравнения.  

3. Дискретная модель относительно двух 
переменных состояния 

В случае необходимости прогноза более 
чем одной переменной состояния целесообраз-
но рассмотреть прогнозные формулы относи-
тельно нескольких переменных состояния. Рас-
смотрим случай двух переменных состояния. 
Для нахождения выражений разностных урав-
нений составим систему уравнений методом 
ФСР для цепи третьего порядка при условии, 
что значения ФСР и переходной составляющей 
известны в моменты времени t, t + ∆t и t + 2∆t: 
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Выразив из первого уравнения системы (23) 

переменную состояния х3 и подставив ее в 
уравнения 3 и 4 получим: 
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где v11-v13, v21-v23 – постоянные коэффициен-
ты, значения которых зависят только от ФСР; 
v10-v20 – постоянные коэффициенты, значения 
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которых зависят от ФСР и переходной состав-
ляющей. 

Кроме разностных уравнений (24) сущест-
вуют другие формы разностных уравнений, ко-
торые получаются выражением переменной х3 
из других уравнений:  
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Коэффициенты vni рассчитываются анало-
гично коэффициентам Kni, но поскольку для их 
нахождения необходимо решить две системы 
уравнений, то трудоемкость формирования 
данной математической модели в два раза 
больше.  

Например для разностных уравнений типа 
(24) и цепи третьего порядка коэффициенты vni 
рассчитываются с использованием двух систем: 
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где с1i, с2i – значение переменных состояния х1 
и х2, или в матричной форме: 

= ⋅1 1 1G Q V ,  (29) 

= ⋅2 2 2G Q V ,  (30) 
где G1, G2 – векторы значений переменных со-
стояния; Q1, Q2 – матрицы значений перемен-
ных состояния; V1, V2 – векторы коэффициен-
тов vni. 

4. Сравнение эффективности применения 
дискретных моделей  

Из-за того, что математическая модель от-
носительно одной переменной состояния общая 

для всех переменных состояния, трудоемкость 
данной математической модели наименьшая. 
Но по точности прогноза модель относительно 
одной переменной состояния намного проигры-
вает им. Для демонстрации величины погреш-
ности в моделях относительно разного количе-
ства переменных состояния проанализированы 
процессы в линейной цепи четвертого порядка, 
изображенной на рис. 2.  

 
Рис. 2. Цепь четвертого порядка 

Параметры элементов цепи: Е = 100 В, L1 = 
L2 = 10 мкГн, С1 = С2 = 50 мкФ, R1 = R2 = 0,2 
Ом, R3 = 100 Ом. В данной цепи рассмотрено 
изменение напряжения на конденсаторе С2 во 
время переходного процесса со следующими 
начальными условиями: IL1 = - 0,3 A, IL2 = 0,1 
A, UC1 = 60 B, UC2 = 59 B. Расчет переходного 
процесса проводился в программном пакете 
MatLab численным методом и с помощью дис-
кретных моделей относительно одной, двух и 
четырех переменных состояния. Для численно-
го метода использовался шаг интегрирования 
∆ti = 5·10-9 c, для дискретных моделей – ∆ti = 
5·10-7 c. Поскольку шаг интегрирования числен-
ного метода на два порядка меньше, то резуль-
таты расчета этим методом использовались как 
эталонные для сравнения погрешностей расче-
та с помощью дискретных моделей. 

 
Рис. 3. Погрешность дискретных моделей относи-
тельно двух (–) и четырех (--) переменных со-
стояния 

Результаты расчета относительных по-
грешностей приведены на рис. 3 и рис. 4. 

Максимальное значение погрешности для 
модели относительно одной переменной со-
стояния составляет δ max(1)=1 %, относитель-
но двух переменных состояния δ max(2) = 
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0,0016 %, относительно четырех переменных 
состояния δ max(n) = 0,00016 %. Уменьшение 

 
Рис. 4. Погрешность дискретной модели относи-
тельно одной переменной состояния 

погрешности при использовании прогнозных 
формул относительно большего количества пе-
ременных состояния объясняется взаимной 
компенсацией погрешностей переменных со-
стояния, что уменьшает суммарную погреш-
ность расчетов. Исходя из этого, для уменьше-
ния погрешности расчетов необходимо исполь-
зовать прогнозные формулы относительно мак-
симально возможного количества переменных 
состояния.  

Перед применением разработанных моде-
лей необходимо определить порядок цепи пре-
образователя. Порядок цепи определяется из 
условия вырожденности одной из матриц Q1, 
Q2 в уравнениях (29), (30). Для определения 
вырожденности матрицы сначала рассматрива-
ется цепь с минимальным порядком. Потом по-
рядок цепи постепенно увеличивается. Так про-
должается до тех пор, пока матрицы Q1 или Q 2 
не станут вырожденными. Если матрицы выро-
ждены для цепи порядка n+1, то действитель-
ный порядок цепи – n.   

Трудоемкость данного алгоритма эквива-
лентна решению системы  из n + 1 уравнений, 
что незначительно увеличивает трудоемкость 
формирования математической модели.  

Выводы 

Дискретные математические модели отно-
сительно части переменных состояния дают 
возможность применять системы упреждающе-
го управления в преобразователях с нагрузкой, 
параметры которой изменяются в широких пре-

делах. Данные модели строятся на основании 
разностных уравнений с постоянными коэффи-
циентами. Коэффициенты математических мо-
делей описывают суммарное влияние элемен-
тов цепи на переходной процесс, поэтому при 
коммутациях нагрузки для повторного форми-
рования моделей достаточно пересчитать зна-
чения этих коэффициентов. Трудоемкость про-
гноза и формирования дискретных моделей 
значительно меньше прогноза с помощью не-
прерывной модели, из-за отсутствия в форму-
лах расчета трудоемких экспоненциальных и 
тригонометрических функций. 
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