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Особенности интерпретации дисперсионного уравнения Рэлея-
Лэмба в среде matlab 

Рассмотрена новая компьютерная мето-
дика расчета дисперсионного уравнения Ре-
лея-Лемба для продольных волн в упругом 
волноводе. Использованный пакет расши-
рения Symbolic Math Toolbox программного 
комплекса MATLAB позволил создать ком-
пактную и эффективную программу постро-
ения стандартных для дисперсионных урав-
нений спектра нормальных волн и зависи-
мотси фазовой скорости распрастранения 
упругой волны от толщины волновода и ча-
стоты сигнала. Средствами MATLAB получе-
ны аналитические аппроксимации графиче-
ских зависимостей в виде полиномов раз-
личного порядка, что позволяет оценивать 
уровень дисперсионных искажений пере-
данных импульсных сигналов. 

A new computer method of calculation of 
the Rayleigh-Lamb dispersion equation  of lon-
gitudinal waves in elastic waveguides is сon-
sidered. A compact and effective program for 
building a normal waves spectrum and phase 
velocity dependence of elastic waves propa-
gation from a waveguide thickness and fre-
quency for traditional dispersion equation is 
created by means Symbolic Math Toolbox  in 
MATLAB environment. With using MATLAB 
analytical approximation graphical dependen-
cies in the form of polynomials of various 
degrees, which allows to estimate the level of 
dispersion distortions of transmitted pulse 
signals, are obtained. 
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Введение 

Упругие изотропные акустические волново-
ды в виде пластинки или стержня служат осно-
вой для построения значительного числа техни-
ческих устройств. Высокая надежность, ста-
бильность метрологических характеристик, ком-
пактность, технологичность делают акустиче-
ские волноводные системы незаменимыми при 
решении целого ряда задач в области машино- 
и приборостроения, контроля и диагностики 
технологических процессов, при проведении 
научных экспериментов и т.д. 

К числу базовых характеристик твердотель-
ных акустических волноводов относится зави-
симость скорости распространения упругих 
волн от частотного состава передаваемых по 
ним сигналов и геометрии волновода. Как отме-
чается в работе [1], обобщающей по полноте 
освещения 125-летнюю историю вопроса, к 
настоящему времени имеется исчерпывающий 
набор научных исследований, описывающих 
характеристики изотропных акустических вол-
новодов. Тем не менее, несмотря на имеющие-
ся решения фундаментальных для описания 
волноводов дисперсионных уравнений Рэлея-
Лэмба для продольных и изгибных волн в пла-
стинке и Похгаммера-Кри для волн в стержне, 
процедуры решения остаются не освещенными, 
а результаты решения приводятся в виде гра-
фиков так называемого спектра нормальных 
волн, который при перенесении на конкретный 
физический объект дает значительную погреш-
ность. Таким образом, существует проблема 
получения прикладного (универсального) ин-
струмента решения дисперсионных уравнений 
упругих волноводов для конкретных геометри-
ческих и частотных параметров акустической 
системы. 

Основные положения 

Объектом исследования является хорошо 
известное [2] дисперсионное уравнение Рэлея-
Лэмба для продольных волн в упругом слое, 
образованном двумя параллельными поверхно-
стями. 
 2 2 2 2(γ -  β ) cosα sin  + 4γ αβsinα cosβ 0;b b b bβ =   (1) 
где b −  толщина слоя; α, β, γ −  волновые числа, 
которые связаны между собой соотношениями: 
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где ω – угловая частота; cl, cs – скорости рас-
пространения продольных (l) и сдвиговых (s) 
волн в неограниченной упругой среде;  c – ско-
рость распространения продольных волн в 
ограниченном слое. 

Из первых двух соотношений (2) находим 
волновые числа α и β: 
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2 2α   γ -  γ ;l=                           (3) 

2 2β   γ -  γ ;s=                           (4) 

где γl ,  γs − соответственно волновые числа 
продольных и сдвиговых волн в

 
неограниченной 

упругой среде. 
Поскольку известно [2], что скорость про-

дольных волн в слое с занимает промежуточное 
значение между скоростями продольных cl и 
сдвиговых cs волн в неограниченной упругой 
среде, причем в области длинных волн (низкие 
частоты)  c → cs, а в области коротких волн (вы-
сокие частоты)  c → cl, имеет место неравен-
ство: s lc c c≤ ≤ . Аналогичное, но противопо-
ложное по знакам неравенство получаем для 
значений волновых чисел: 

.s lγ ≥ γ ≥ γ                                    (5) 
Из неравенства (5) следует, что подкорен-

ное выражение в (3) всегда является отрица-
тельной величиной, и поэтому волновое число 
α – величина мнимая. В противоположность 
этому, анализ выражения (4) с учетом неравен-
ства (5), позволяет сделать вывод, что волно-
вое число β -  действительное для области 
длинных волн.  

Имея в виду эти обстоятельства, можно 
преобразовать дисперсионное уравнение (1) к 
виду 

2 2 2 2(γ -  β ) chα sinβ  - 4γ αβshα cosβ 0,b b b b =    (6) 
где α − волновое число, найденное из выраже-
ния (3) с учетом его мнимого характе-

ра:α  α,i= 2 2α γ -  γ ,l= 2  -1.i =  

В выражении (6) также выполнено преобра-
зование тригонометрических функций sinα и 
cosα в соответствующие им гиперболические 
функции shαi  и chα, так как это функции от чи-
сто мнимых аргументов. 

Дальнейшее преобразование уравнения (6) к 
виду, удобному для численных расчетов, требует 
приведения двух типов волновых чисел γl  и  γs 
(соответственно продольных и сдвиговых волн в 
неограниченной среде) к одному виду, например, 
к волновому числу сдвиговых волн γs. Для этого 
воспользуемся известным [2] соотношением меж-
ду скоростями продольных и сдвиговых волн: 
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где λ, µ − константы Ламэ; σ - коэффициент 
Пуассона материала волновода. 

С учетом соотношения (7) можно выразить 
волновое число продольных волн γl через вол-
новое число сдвиговых волн γs 
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Подставляя соотношение (8) в выражение, 
описывающееα,  а также вводя безразмерные 
переменные: 

- волновое число γ : 

γγ
π

b⋅
=                             (9) 

- частоту ω :  
ωω ,
π s

b
c
⋅

=
⋅

                           (10)  

преобразуем дисперсионное уравнение (6) к 
удобному для расчетов виду 

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2

2 2 2 22 2

2 2

π(2γ -  ω ) ch( γ ω )
2

π 1sin( ω γ ) -4γ ω γ
2

πγ ω sh( γ ω )
2

πcos( ω γ ) 0.
2

k
k

k

k k
k

− ×

× − − ×

× − − ×

× − =

  (11) 

В уравнении (11) также использовано соот-
ношение между безразмерными величинами 
γ, ω,  размерными волновыми числами γ,  γs  и 
скоростями c, cs , полученное на основе выра-
жений (9) и (10). 
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С математической точки зрения дисперсион-
ное уравнение относится к типу трансцендентных 
уравнений с двумя переменными x, y, которое за-
дано в неявном виде. Точного решения такого ро-
да уравнений не существует. В практических же 
целях широко используется приближенные гра-
фические методы, основанные на анализе графи-
ка функции f(x,y), построенного для выбранного 
значения  у = у1, и последующего определения 
значений х1i, при которых функция f(x,y1) пересе-
кает ось абсцисс, т.е. f(x,y1) = 0.  Наиболее эф-
фективно выполнить расчет значений хji как кор-
ней уравнения в пределах первой и последующих 
итераций, обусловленных количеством присваи-
ваний соответствующих значений переменной уj, 
можно с помощью пакета компьютерного матема-
тического анализа MATLAB [3]. 

Алгоритмы и результаты интерпретации 

Несмотря на наличие мощного набора 
функций (более 1000-ти видов), в среде  
MATLAB пока отсутствует программный алго-
ритм прямого решения дисперсионных уравне-
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ний. Поэтому нами использованы косвенные 
методы их решения.  

Предлагаемый метод базируется на возмож-
ностях пакета расширения Symbolic Math 
Toolbox, ориентированного на выполнение сим-
вольных вычислений и преобразований, которые 
ранее были доступны в системах компьютерной 
алгебры, в частности, в символьной математиче-
ской системе Maple. Несмотря на ограниченное, 
по сравнению с системой Maple, число символь-
ных функций, в пакете Symbolic Math Toolbox 
существует функция ezplot, которая имеет суще-
ственные отличия от своего аналога fplot, при-
меняемого к числовым функциям. Функция 
ezplot допускает использование символьной 
функции, зависящей от двух аргументов Х и У. 
При этом, она строит линию графика в декарто-
вых координатах при условии, что исследуемое 
выражение равно нулю, т.е. f(x,y) = 0. 

С учетом замены переменных, программа 
для построения графика спектра нормальных 
волн имеет следующую структуру: 

%решение дисперсионного уравнения 
Рэлея-Лэмба 

%коэффициент Пуассона 0,3 
syms x y 
f1=sqrt(3.5*x^2-y^2); 
f2=sqrt(y^2-x^2); 
z=((2*x^2-y^2)^2)*cosh(0.83*f1)* 
*sin(pi/2*f2)-…(2.14*x^2)*f1*f2* 
*cos(pi/2*f2)*sinh(0.83*f1); 
ezplot (z,[0 2 0 5]) 
В результате выполнения этого файла в 

окне Figure выводится график спектра нор-
мальных волн (рис. 1), из которого можно опре-
делить характеристики распространения пер-
вых четырех мод  продольных волн в прямом 
ленточном упругом волноводе, изготовленном 
из материала с коэффициентом Пуассона 
σ=0.3. 

Синтаксис команды ezplot  предусматривает 
использование в качестве второго входного ар-
гумента задание интервалов, которые занимает 
фигура по осям Х и У соответственно. 

При введении дополнительной параметриче-
ской зависимости для описания многомодового 
характера распространения волны в зависимо-
сти от значений коэффициента Пуассона, про-
грамма будет выглядеть следующим образом: 

%семейство решений дисперсионного урав-
нения Рэлея-Лэмба 

%параметр s - коэффициент Пуассона  
syms x y 
for s = 0.25:0.01:0.35 
    k=sqrt((2-2*s)/(1-2*s)); 
    f1=sqrt(k^2*x^2-y^2); 

    f2=sqrt(y^2-x^2); 
    z=char((2*x^2-y^2)^2)*cosh(pi/(2*k)*f1)* 
*sin(pi/2*f2)-((4/k)*x^2)*f1*f2*cos(pi/2*f2)* 
*sinh(pi/(2*k)*f1); 
    hold on 
    ezplot (z,[0 2 0 4]) 
end 

 
Рис. 1 

В результате выполнения этой программы 
получаем семейство решений дисперсионного 
уравнения (рис. 2) при изменении коэффициен-
та Пуассона в пределах σ=0.25…0.35. 

Из графиков (рис. 2) видно, что при задан-
ном разбросе коэффициента Пуассона первая 
мода практически не изменяется по сравнению 
с высшими модами. 

Вторым направлением исследований дис-
персионного уравнения является анализ зави-
симости фазовой скорости распространения 
волны от толщины волновода и частоты сигна-
ла. 

Для этого в уравнении (11) выполним заме-

ну переменной 2γ .  С учетом соотношений (9)    
и (10), представим безразмерное волновое чис-
ло в виде 

2 2 2γ ω / ω / .sc c q= =                 (12) 
М-файл, составленный для преобразован-

ного дисперсионного уравнения, имеет следу-
ющую структуру: 

%фазовая скорость продольных волн 
из дисперсионного уравнения Рэлея-
Лэмба 

%коэффициент Пуассона 0,3  
syms x y 
s = 0.3;  
k=sqrt((2-2*s)/(1-2*s)); 
f1=sqrt(k^2/y^2-1); 
f2=sqrt(1-1/y^2); 
z=((2/y^2-1)^2)*cosh(pi/(2*k)*x*f1)* 
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*sin(pi/2*f2*x)-...(4/(k*y^2)*f1*f2* 
*cos(pi/2*f2*x)*sinh(pi/(2*k)*f1*x)); 
ezplot (z,[0.001 2 0.8 2]) 
В результате выполнения этого файла в 

окне Figure выводится график зависимости от-
носительной фазовой  скорости первой распро-
страняющейся моды  продольной волны в лен-
точном волноводе от частоты сигнала (рис. 3). 

Анализ зависимости, представленной на 
рис. 3 показывает, що в пределах низкочастот-
ной части спектра сигнала (f·b/cs = 0…0,8), фа-

зовая скорость практично не  диспергирует.  Но, 
при дальнейшем повышении частоти, скорость 
сильно изменяется, постепенно приближаясь к 
скорости сдвиговой волны. 

Очевидно, что неравномерность фазовой 
скорости распространения  продольных волн 
вызывает искажения сигнала, переданного по 
волноводу. Особенно, это касается широкопо-
лосных сигналов, в частности импульсных. 
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Рис. 3 
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                           Рис. 4                             Рис. 5

Для аналитического расчета дисперсионных 
искажений необходимо иметь надежную ап-
проксимацию зависимости фазовой скорости от 
частоты в явном виде. Достаточно эффективно 
процедуру аппроксимации позволяют выпол-
нить средства MATLAB.  

Последовательный переход в окне Figure по 
цепи: Tools →Edit Plot→ Basiс Fitting открыва-
ет одноименное окно (рис. 4), в рабочей обла-
сти которого (Check to display fits on figure) пред-
лагается 12 вариантов выбора закона аппрок-
симации. Выберем, например, для первой рас-
пространяющейся моды закон кубической ап-
проксимации (cubic) и запустим аппроксимацию 
на выполнение. В результате откроется расши-
ренное окно Basiс Fitting (рис. 6), где в области 
Numetrical results будет представлено уравнение 
выделенной кривой в виде полинома третьей 
степени. Одновременно, в окне Figure (рис. 5) 
по траектории выделенной кривой появится 
график её аппроксимации, а в верхней части 
поля графика − уравнение аппроксимации, в 
данном случае уравнение вида:  

        у = 0,22х3 – 1,1х2 +2,3х – 0,081. 
Поскольку полученная аппроксимация вы-

ражает дисперсионную зависимость между ча-
стотой и постоянной распространения в явном 
виде, то открывается возможность применения 

интегральных преобразований (Фурье, Лапласа 
и др.) для аналитического расчета и анализа 
передаточных характеристик акустической вол-
новодной системы. 

 
Рис. 6 

Средства MATLAB позволяют также оценить 
точность аппроксимации путем построения 
графика погрешности в режиме Plot residuals. 
Вопросы более полного анализа погрешности 
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аппроксимации и сравнения эффективности 
предложенной методики расчета корней дис-
персионного уравнения с другими алгоритмами, 
например, на основе функции fzero, составляют 
предмет отдельной статьи.    

Выводы 

Результаты работы в очередной раз проде-
монстрировали высокий потенциал среды 
MATLAB для моделирования и анализа слож-
ных математических структур, к которым, без-
условно, относятся дисперсионные уравнения 
упругих волноводов. Предложенная методика 
может быть распространена и на другие виды 
дисперсионных уравнений: Рэлея-Лэмба для 
изгибных колебаний или уравнений Похгамме-
ра-Кри, описывающих волновые процессы в 
стержневом волноводе. Показана высокая эф-
фективность использования символических 
функций пакета расширения Symbolic Math 
Toolbox, которая распространяется на класс не-
линейных алгебраических и трансцендентных 
уравнений, заданных в неявном виде.  Очевид-
но, что перед использованием пакета,  потребу- 
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ется предварительная подготовка уравнений с 
учетом комплексного характера переменных. 
Также с помощью MATLAB удалось решить 
проблему аналитической аппроксимации зави-
симости между частотой и постоянной распро-
странения упругой волны определенной моды в 
явном виде. Полученный результат позволяет  
оценить характер и уровень дисперсионных ис-
кажений акустических импульсных сигналов, 
переданным по твердотельным волноводным 
структурам.  
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