
68 Электроника и связь 2’ Тематический выпуск «Электроника и нанотехнологии», 2011

УДК 519.213:621.391

А.И. Красильников, канд. физ.-мат. наук, К.П Пилипенко

Идентификация плотности вероятностей пуассоновской 
последовательности прямоугольных импульсов с гауссовским 

распределением амплитуд

Установлена возможность применения 
двухкомпонентной одновершинной гауссов
ской смеси распределений для нахождения 
плотности вероятностей пуассоновских им
пульсных процессов с прямоугольной фор
мой импульсов и нормальным законом рас
пределения амплитуд.

Получены расчетные формулы, позво
ляющие идентифицировать параметры сме
си. Проанализирована погрешность аппрок
симации плотности вероятностей пуассо
новской последовательности импульсов 
гауссовским распределением в зависимости 
от их длительности и интенсивности.

Possibility of application a unimodal two- 
component Gaussian mixture of distributions 
for finding probability densities of rectangular 
Poisson pulse processes with normally distrib
uted amplitudes are determined.

Calculation formulas that allow to identifi- 
cate the mixture’s parameters are obtained. 
Dependence of the error in Gaussian approxi
mation to the probability densities of Poisson 
pulse processes on the pulse duration and in
tensity is analyzed.
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Введение

Наиболее распространённой моделью 
флуктуационных сигналов [1-6], которая осно
вывается на их рассмотрении как результата 
наложения большого (случайного) числа эле
ментарных импульсов со случайными парамет
рами, являются процессы Бунимовича-Райса, 
определяемые выражением:

N(t)
W = (1)

К-1

где 1к - случайные моменты времени появле

ния импульсов, являющиеся однородным пуас
соновским потоком событий с интенсивностью 
Х>0; - детерминированная функция,

описывающая форму элементарных импульсов;
- амплитуды элементарных импульсов, вза- 

имонезависимые, одинаково распределённые 
случайные величины, не зависящие от N(1) 

- однородный процесс Пуассона.
Часто предполагается [1-5], что для процес

сов (1) выполняется условие Хти »1, где Тц - 
эффективная длительность элементарного им
пульса В этом случае принято считать, что рас
пределение процессов (1) приближенно являет
ся гауссовским. Однако в общем случае процес
сы (1) являются негауссовскими [7] и имеют без
гранично делимый закон распределения, вслед
ствие чего непосредственное получение их 
плотности вероятностей в замкнутом виде воз
можно лишь в отдельных случаях [6, 7].

Поэтому для нахождения плотности вероят
ностей флуктуационных сигналов в большин
стве случаев необходимо применять прибли
женные методы, основанные на кумулянтном 
представлении плотностей вероятностей [8], к 
которым относятся ортогональные представле
ния плотности вероятностей [4, 5, 9] и смеси 
распределений [4, 5, 10].

Целью работы является теоретическое 
нахождение плотностей вероятностей конкрет
ной модели флуктуационных сигналов (1) при 
малых значениях кхи с применением смесей 

распределений.

1. Постановка задачи

Пусть элементарный импульс h(t) в фор

муле (1) имеет прямоугольную форму, т е.

^(0 =
A, f е(0;тц],

(2)

где А > 0, а амплитуды 1]к имеют гауссовское 

распределение с параметрами т^ = М{у\к} = 0 ,

=0{Пк) •

При таких условиях процесс (1) является 
стационарным стохастически непрерывным 
случайным процессом с непрерывными мгно
венными значениями, поэтому для него суще
ствует плотность вероятностей р(х). Остано-
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вимся подробней на возможности ее нахожде
ния.

В общем случае характеристическая функ
ция /(и) процессов (1) равна [7]:

7(и) = ехр ~^dtdF^

где ф(х) - функция распределения случайной

ВеЛИЧИНЫ Г|/< ■
Подставляя в последнее выражение фор

мулу (2), получаем

Г(ф = ехр-Хт0 Де'иА*-і]с^(х) 
I -ос

-ехр(Хти(ф{^)-1))
(3)

где - характеристическая функция случай

ной величины , которая в рассматриваемом 
случае равна

^(и) = е 2 (4)

Подставляя (4) в выражение (3), получаем 
окончательную формулу для нахождения харак
теристической функции процессов (1) в рас
сматриваемом случае

Т(и) = ехр Хти

2

е 2 ч (5)

Из выражения (5) формально можно найти 
плотность вероятностей процессов (1), исполь
зуя формулу обращения преобразования Фурье:

1 00
Р(х) = — [ Г(и)е~'ихЛ/ (6)

Однако вычисление интеграла (6) с функци
ей (5) не дает решения в замкнутом виде.

Поэтому используем для нахождения плот
ности вероятностей (6) процесса (1) одновер
шинную гауссовскую смесь, плотность вероят
ностей которой имеет вид [10]:

, , ф Х-Шм] (1? Х-ГПьЛ 
р(х) = ^Ф - + ^-Ф------ , (7)

п1 °1 ; °2 °2 ;

где <р(х) - плотность вероятностей стандарт

ной гауссовской случайной величины,

1 ф(х)= о=е 2 , 
х2п

гт2 > 0 , ф > 0, с/2 > 0, ф ^2 — 1 — па
раметры смеси.

Таким образом в рассматриваемой задаче 
необходимо идентифицировать смесь (7), опре
делив ее параметры для процесса (1), у которо
го форма импульса определяется формулой (2), 
а амплитуды имеют гауссовское распределение 
с нулевым математическим ожиданием.

2. Методика идентификации

В работе [10] разработана методика иден
тификации неизвестной плотности вероятно
стей р(х) стационарного случайного процесса с 

использованием смеси (7), состоящая из сле
дующих этапов

1 Нахождение математического ожидания 
т и дисперсии ц2 случайного процесса.

2 . Вычисление кумулянтных коэффициентов 
Уд и у6 и проверка неравенства

Уб^Уд^Д (8)

ф
3 . Вычисление параметра О (О = — )

<*2

О = В + ^В2-1, (9)

где

Зуб
В = 1 + —(10) 

50уд

о2
4 Нахождение параметра с (с = —у) смеси 

ст2

1-К

\ 30с-1 =----- , еслиу6>0;

С= _ (11)

с2 = — еслиу6<0.

V з

5. Нахождение весовых коэффициентов ф 

и ф смеси

= ^=1-^1 (12)

6. Нахождение дисперсий а2 и ст2 смеси

2 Цо 1 + 0
Сто = — = ц2фс + ф 2 Ос +1 (13)

2 2оу = со2.
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7. Нахождение параметра Шд/ смеси

= т

Согласно приведенному выше алгоритму иден
тификации подставляем (14) в (10) и получаем

3. Идентификация плотности вероятностей

Получим первые шесть кумулянтов процес
са (1) с прямоугольной формой импульса (2), 
используя формулу (5) и определение кумулян
тов [8]

к
= ап Ы(и) 

п і^ип и = 0

«1 = к3 = к5 = 0; к2 = А2^д; к4 = ЗД4о4д; 

к6 =15А6ст®д,

где

Подставляя (17) в (9), находим параметр О :<7 = 4
Найдем кумулянтные коэффициенты у4 и 

у6, используя выражение [8]
1 4 1114 1о = 1+-^+=1+^+0, (18) 

2д2 л4 д2 2д2

3

п

15
и = ~ ■ Уб = -2 • д д2

Выразим коэффициент у6
пользуя формулу (14):

5 2
Уб = тУд-

(14)

через у4, ис-

(15)

Из рис. 1 видно, что зависимость (15) нахо
дится в допустимой области значений пары ко
эффициентов (у4,у6) для двухкомпонентной

симметричной одновершинной 
смеси (7).

Математическое ожидание

гауссовской

и дисперсия
процесса (1) соответственно равны:

т = к1 = 0 , ц2 = к2 = А2гг д . (16)

Д2д3
о2 - —

2 д2

1 
д2

2 + 2(2 + О)р2 

д4

=
2

1 + (2 + Осу2

_ 1 4
г«е 0 = Ло + О

. д д
Далее по формуле (11) находим параметр с :

с = (19)

Перейдем теперь непосредственно к нахож-
дению параметров смеси (7).

Весовые коэффициенты 

формулам (12) и (18), равны:

1 + (2 + О)д2
А =---------------- 7—1 Сн ”

1 + (4 + Э)д2

и с/2, согласно

2а2
-----—-------7 (20)

1 + (4 + О)<72

а дисперсии составляющих компонент смеси с уче
том (13), (19) и (20) определяются выражениями:

2 2 + 2(2 + О)д2

д4

-(и(2 + О)д2) 2
1 + (2 + О)д2

-1

Д2д|1 + (4 +О)дН
' / 1 ■

2
^+(2+ъ)д

,2-1

-1 + д2 -4-О + (2 + О) 2
\1 + (2 + а)д2

2 + 2(2 + О)д2 

д4
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4. Анализ результатов

Используя полученные результаты проана
лизируем возможность гауссовской аппрокси
мации плотности вероятностей процессов (1) в 
рассматриваемой задаче.

На рис. 2 представлены графики зависимо
сти кумулянтных коэффициентов у4 и у6 от па

раметра q = кхи процесса (1), на рис. 3 изобра

жены зависимости параметров D и с от q Из 
рис. 2 видно, что кумулянтные коэффициенты 
достаточно быстро убывают с ростом парамет
ра q . В частности, можно считать, что у4=0 при 

q =20, а у6=0 при q =10.
Из рис. 3 видим, что при q х параметры 

D и с стремятся к единице. Для смеси распре
делений (7) это означает, что ф = d2 =0,5, а 

2 2сц = о2 и смесь распределении представляет 

из себя гауссовское распределение. С другой 
стороны, при малых q (q < 10) распределение

изображены также графики нормальной плотно-

процесса (1) может существенно отличаться от

На рис. 4-7 представлены графики плотно
стей вероятностей процесса (1), полученные с 
помощью смеси распределений (7) при фиксиро
ванных значениях А = 1, = 1 для разных зна-

Рис. 7. <7-10чений параметра q . Для сравнения на рис. 4-7



Рис. 9. д = 1Рис. 8. д = 0,5

Рис. 10. д = 5 Рис. 11. д = 10

Для оценки погрешности гауссовской ап
проксимации используем абсолютную ошибку

Д(х) = |р(х)-р0(х)| (22)

и интегральную ошибку
оо

А = /|р(х)-р0(х)|с/х, (23)
—оо

где р0(х) - плотность вероятностей нормаль

ного распределения с параметрами (16).
На рис. 8-11 представлены графики абсо

лютной ошибки (22) аппроксимации, а в 
табл. 1 - значения интегральной ошибки (23) 
при различных значениях параметра д

Таблица 1

9 = 4; 0,5 1 5 10

гпах(Д(х)) 0.6337 0,136 0,00265 0,00047

д 0,645 0,271 0,014 0,003

Рис. 8-11 и табл 1 подтверждают предпо
ложение о том, что при больших \ти плотность 

вероятностей процесса (1) можно считать гаус
совской, однако при малых Л.ти<10 распреде

ление такого процесса существенно отличается 
от гауссовского

Выводы

Показано, что все значения кумулянтных ко
эффициентов у4 и у6 для рассмотренной мо

дели лежат в допустимой области существова
ния смеси распределений, поэтому плотность 
вероятностей для всех пуассоновских процес
сов с прямоугольной формой импульсов и нор
мальным распределением амплитуд можно 
находить при помощи одновершинной гауссов
ской смеси распределений.

Получены расчетные формулы, позволяю
щие идентифицировать плотность вероятно
стей пуассоновского импульсного процесса с 
использованием одновершинной двухкомпо
нентной гауссовской смеси распределений

Показано, что при )ли >10 плотность веро

ятностей такого процесса можно аппроксимиро
вать гауссовским распределением, при этом ин
тегральная ошибка аппроксимации не превы
шает 0,003, а абсолютная - не более 0,0005.
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