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Расчет передаточных характеристик пьезоэлектрического  
преобразователя в режиме приема ультразвуковых волн. Часть 2. 

Расчет частотной характеристики приемника 

На основании развитой ранее модели про-
цесса регистрации ультразвуковых волн при-
емником контактного типа была построена 
математическая модель преобразователя, 
которая учитывает конечные размеры диска, 
факт существования слоя согласующей жид-
кости, реальные значения электрической на-
грузки и существование тыловой акустиче-
ской нагрузки. Показано как в качественном 
смысле каждый из параметров конструкции 
пьезоэлектрического приемника влияет на его 
чувствительность. Установлены оптималь-
ные значения для относительной толщины 
пьезокерамического диска, относительного 
акустического импеданса тыловой акустиче-
ской нагрузки, толщины слоя согласующей 
жидкости и ее вязкости, а также значения 
входного сопротивления электрической схе-
мы, подключенной к пьезокерамическому диску. 
Библ. 6, рис. 3. 

Ключевые слова: частотная характери-
стика; режим приема; слой согласующей жид-
кости; чувствительность приемника. 

Введение 

В первой части статьи дано определение 
передаточной характеристики ультразвукового 
пьезоэлектрического преобразователя в режи-
ме регистрации ультразвуковых волн. Даль-
нейшее исследование передаточной характери-
стики пьезоэлектрического приемника требует 
количественного определения смещений мате-
риальных частиц слоя согласующей жидкости и 
усредненных компонентов осесимметричной 
составляющей вектора смещения материаль-
ных частиц пьезокерамического диска, что даст 
возможность для модельного исследования 
пьезоэлектрического приемника контактного ти-
па с определенным набором конструктивных 
параметров. Решению вышеперечисленных за-
дач и посвящена настоящая статья. 

Расчет кинематических и динамических ха-
рактеристик осесимметричной составляю-
щей поля смещения материальных частиц 
слоя согласующей жидкости 

Для количественного описания смещений 
материальных частиц слоя согласующей жидко-
сти введем потенциал ( ) tiez ωϕρΦ ,, поля смеще-
ний, амплитудное значение ( )z,,ϕρΦ  которого 

определяет амплитудные значения ( )zu ж ,,ϕρ  
вектора смещения следующим образом  

( ) ( )ρ ϕ = Φ ρ ϕ, , , ,жu z grad z
  

(1) 
На границе δ−=z  (см. рис. 1 в [5]) аксиаль-

ный компонент ( ), ,жu ρ ϕ −δ  должен, принимать 
значения аксиального компонента вектора 
смещения материальных частиц поверхности 
металлического листа. Из этого следует, что по-
тенциал ( ), ,zΦ ρ ϕ  поля смещений материаль-
ных частиц жидкости можно представить в виде 
алгебраической суммы осесимметричной 

( )(0) ,zΦ ρ  и неосесимметричной ( )( ) , ,q zΦ ρ ϕ  со-
ставляющих, т.е. 

( ) ( ) ( )
( ) { }∞

=

 Φ ρ  ϕΦ ρ ϕ = Φ ρ +   ϕΦ ρ  
∑

( )
(0)

( )
1

, cos, , , sin,

q
c
q

cq

z qz z qz
  (2) 

Поскольку скалярный, гармонически изме-
няющийся во времени, потенциал ( )z,,ϕρΦ  
должен удовлетворять уравнению Гельмгольца  

( ) ( )ρ φ ρ φ∇ Φ + Φ =2 2, , , , 0z k z  (3) 

где ck /ω=  - волновое число гармонических 
колебаний материальных частиц жидкости, по-
стольку можно показать, что справедливы сле-
дующие уравнения  

( ) ( )∇ Φ ρ + Φ ρ =2 (0) 2 (0), , 0,z k z
 

(4) 

( ) ( )∇ Φ ρ ϕ + Φ ρ ϕ =2 ( ) 2 ( ), , , , 0q q
p pz k z   (5) 
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где = ,p c s ; ( ) ( )ρ φ ρ φΦ = Φ( ) ( ), , , cosq q
c cz z q ; 

( ) ( ) ϕρΦ=ϕρΦ qzz q
s

q
s sin,,, )()(

. 
На границе δ−=z  аксиальный компонент 

осесимметричной составляющей вектора сме-
щения материальных частиц жидкости должен 
соответствовать аксиальному компоненту осе-
симметричной составляющей вектора смеще-
ния материальных частиц поверхности метал-
лической пластины, т.е. 

( ) ( )
(0)

(0),
z

z

z
U

z
=−δ

∂Φ ρ
= ρ

∂
 (6) 

Символом ( )ρ)0(
zU  обозначена алгебраиче-

ская сумма аксиальных смещений, которые 
формируются симметричной и антисимметрич-

ной волнами Лэмба. Величину ( )ρ)0(
zU  можно 

определить следующим образом 

( ) ( ) ( )

( ) ( )ργγ+

+ργγ=ρ

∑

∑

=

=

n
N

n
n

SL
z

m
M

m
m

AL
zz

JHhU

JHhUU

0
)2(

0
1

0
)2(

0
1

)0(

  (7) 

На поверхности 0z =  (см. рис. 1 в [5]) долж-
ны выполняться условия кинематического со-
пряжения аксиальных компонентов векторов 
смещения материальных частиц слоя согла-
сующей жидкости и пьезокерамического (ПК) 
диска, т.е. 

( ) ( )
ρ

ρ
=

∂Φ
=

∂

(0)
(0)

0

,
,0z

z

z
U

z
. (8) 

где ( )0,)0( ρzU  - аксиальная компонента вектора 
смещения материальных частиц диска. 

На этой же площадке должен в обязатель-
ном порядке выполняться третий закон Ньюто-
на, т.е. равенство осесимметричной состав-
ляющей избыточного давления ( )0,)0( ρ∆P  в 
слое согласующей жидкости нормальному на-

пряжению ( )0,)0( ρσzz  на нижней поверхности ПК 
диска. В общем случае избыточные давления 

( ) ( )zudivzP ж ,,,, ϕρΛ=ϕρ∆ , где Λ - модуль все-
стороннего сжатия жидкости, причем скорость 
звука в жидкости жc ρΛ= / , жρ  - плотность 
жидкости. Так как справедливо определение (1) 
и составляющие скалярного потенциала удов-
летворяют уравнениям Гельмгольца (4) и (5), то  

( ) ( )zzP ж ,, )0(2)0( ρΦωρ−=ρ∆ . (9) 

Условие на поверхности 0z =  записывается 
в скалярном виде 

( ) ( )ρ ω ρ σ− Φ =2 (0) (0), 0ж zzz  (10) 

Так как на поверхности 0R=ρ  слой согла-
сующей жидкости контактирует с воздухом или, 
что почти тоже самое, с вакуумом, то на этой 
поверхности должно выполняться следующее 
условие 

( ) .0,0
)0( =Φ zR  (11) 

Уравнение (4) в развернутом виде записы-
вается следующим образом 

( ) ( )

( ) .0,

,,1

)0(2

2

)0(2)0(

=ρΦ+

+
∂

ρΦ∂
+













ρ∂
ρΦ

ρ
ρ∂
∂

ρ

zk

z
zz

  (12) 

В соответствии с общей схемой методом 
разделения переменных [1] представим иско-
мую функцию ( )z,)0( ρΦ  в виде произведения 
двух функций, т.е. 

( ) ( ) ( )ρ ρΦ =(0) (0) (0),z R Z z  (13) 

где ( )ρ)0(R  зависит только от радиальной пере-

менной ρ , а функция ( )zZ )0(  - только от акси-
альной переменной z . 

Подстановка выражение (13) в уравнение 
(12) позволяет привести его к следующему виду 

( )
( )

( )
( )

2

)0(2

)0(

2
)0(

)0(

1

11

z
zZ

zZ

kR
R

∂

∂
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ρ∂
ρ∂

ρ
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∂

ρρ
  (14) 

Равенство (14) выполняется для произволь-
ных значений переменных ρ  и z  только в од-
ном случае, когда его левые и правые части 
равняются одной и той же константе, которая 
называется константой разделения 2β . Пере-
пишем уравнение (14) в следующем виде:  

( )
( )ρ

ρ β
ρ ρ ρρ

  ∂∂   + = 
∂ ∂    

(0)
2 2

(0)
1 1 R

k
R

  (15) 

( )
( )

β
∂

− =
∂

2 (0)
2

(0) 2
1 Z z

Z z z
 (16) 

Решение уравнений (15) и (16) очевидны: 
( ) ( )γρ=ρ 0

*)0( JAR , ( ) zCzBzZ β+β= sincos **)0( , 

где 22 β−=γ k . 
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Подставляя функции ( )ρ)0(R  и ( )zZ )0(   в оп-
ределение (13), получаем следующее выраже-
ние для расчета осесимметричной составляю-
щей ( )z,)0( ρΦ  скалярного потенциала в виде 

( ) ( )[ ]0
0

( ) ,z J Acos z Bsin zΦ ρ = γρ β + β
 

(17) 

где = * *A A B  и **CAB = . 
Условие (11) с учетом соотношения (17) за-

писывается в следующем виде  
( )[ ] 0sincos0 =β+βγρ zBzAJ  

Последнее равенство будет выполняться 
для любых z  в том случае, когда nkR =γ 0  
( ,...3,2,1=n ), где nk  n -й корень уравнения 

( ) 00 =xJ . Числовые значения первых пяти кор-
ней (их как правило называют нулями функции 
Бесселя соответствующего порядка [2]) таковы: 

404826,21 =k ; 520078,52 =k ; 653728,83 =k ; 
791534,114 =k ; 930918,145 =k . Несложно за-

метить, что π+≈ 45 kk , где 141592,3=π . Абсо-
лютная погрешность такой записи составляет 

002208,0 . С ростом номера корня эта погреш-
ность монотонно уменьшается. При выполнении 
инженерных расчетов можно пользоваться со-
отношением π+= +1nn kk , каждая с номером 

5=n . 
Из равенства nkR =γ 0  следует множест-

венность значений констант разделения. При 
этом n -я константа разделения nβ  определя-
ется следующим образом 

( )β = −2 2
0

0

1
n nkR k

R
 (18) 

Выражение (17) при этом записывается в 
следующем виде 

( ) ( )

[ ]zBzA

RkIz

nnnn

n
n

n

β+β×

×ρβ=ρΦ ∑
∞

=

sincos

/, 00
1

)0(
 (19) 

Константы nA  и nB  определяются из усло-
вий (6), (8) и (10). Условие (6) записывается в 
следующем виде: 

( )[ ]

( )ρ=

=δβ+δβρβ∑
∞

=
)0(

00
1

cossin/

z

nnnnn
n

n

U

BARkJ
 (20) 

Известно [2], что функции ( )00 / RkJ nρ  обра-
зуют систему ортогональных функций на интер-

вале 00 R≤ρ≤ , т.е существует интеграл [3] 
следующего содержания 

( ) ( )

( )






=∀

≠∀
=

=ρρρρ∫

mn
kR

mn

dRkJRkJ

n

mn

R

2

0

//

2
0

000
0

0
0

. (21) 

Ортогональность функций ( )00 / RkJ nρ  по-
зволяет записать уравнение (20) в следующем 
виде  

[ ] ( )

( ) ( ) ρρρρ=

=δβ+δββ

∫ dRkJU

kJ
R

BA

n

R

z

nnnnnn

00
0

)0(

2
1

2
0

/

2
cossin

0
, 

Откуда определяется одна из констант. Оп-
ределим константу nB  

( )

( ) ( ) ρρρρ×

×
δββ

+δβ−=

∫ dRkJu

kJR
tgAB

n

R

z

nnn
nnn

00
0

)0(

2
1

2
0

/

cos
2

0
  (22) 

После этого выражение(19) принимает сле-
дующий вид  

( ) ( )

[ ]{ }

ρ ρ

β β β β

∞

=
Φ = ×

× − +

∑(0)
0 0

1
, /

cos sin sin

n
n

n n n n n n

z J k R

A z tg z U z

, (23) 

где символом nU  обозначено второе сла-
гаемое в выражении (22). 

Граничные условия (8) и (10) с учетом вы-
ражения (23) записываются в следующем виде 

( ){ } ( )β ρ β δ ρ
∞

=
− + =∑ (0)

0 0
1

/ ,0n n n n n z
n

J k R A tg U u (24) 

( ) ( )ρ ω ρ σ ρ
∞

=
− =∑2 (0)

0 0
1

/ ,0 .ж n n zz
n

A J k R  (25) 

Используя свойства интеграла (21) равенст-
ва (24) и (25) легко приводятся к следующему 
виду 

 

( )
( ) ( ) ρρρρ

β
=

=+δβ−

∫ dRkJu
kJR

UtgA

n

R

z
nn

nnn

00
0

)0(
2
1

2
0

/0,2 0   (26) 
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( )
( ) ( ) ρρρρσ=

=ωρ−

∫ dRkJ
kJR

A

n

R

zz
n

nж

00
0

)0(
2
1

2
0

2

/0,2 0   (27) 

Если в уравнениях (26) и (27) выполнить за-

мену величин ( )0,)0( ρzu  и ( )0,)0( ρσzz , на их усред-

ненные по площади ПК диска значения ( )0)0( ρ
zu  

и ( )0)0( ρσzz , то они принимают следующий вид  

( )
( )

ρ
β δ

β
− + =

(0 )

1

2 0
,z

n n n
n n n

u
A tg U

k J k
  (28) 

( )
( )

ρσ
ρ ω− =

(0 )
2

2
1

2 0zz
ж n

n n
A

k J k
. (29) 

Дальнейшее определение осесимметричной 
составляющей поля смещения материальных 
частиц слоя согласующей жидкости требует оп-

ределения величин ( )0)0( ρ
zu  и ( )0)0( ρσzz . 

Расчет усредненных компонентов осесим-
метричной составляющей вектора смещения 
материальных частиц пьезокерамического 
диска 

Амплитуда гармонически изменяющихся во 
времени компонентов осесимметричной со-
ставляющей вектора смещения материальных 
частиц ПК диска удовлетворяет второму закону 
Ньютона в дифференциальной форме (уравне-
ние движения), которые записываются в сле-
дующем виде [4]: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

ρρ ρ

ρρ φφ

ρ

σ ρ σ ρ

ρ

σ ρ σ ρ
ρ

ρ ω ρ

∂ ∂
+ +

∂ ∂

 + − + 

+ =

(0) (0)

(0)(0)

2 (0)
0

, ,

1 , ,

, 0

zz z
z

z z

u z

,  (30) 

( ) ( )

( )

ρ
σ ρ

ρ σ ρ
ρ ρ

ρ ω ρ

∂∂  ∂ + + ∂ ∂

+ =

(0)
(0)

2 (0)
0

,1 ,

, 0

zz
z

z

z
z

z

u z  
(31) 

где ( )z,)0( ρσρρ , ( )z,)0( ρσϕϕ , ( )zzz ,)0( ρσ  и 

( ) ( )zz zz ,, )0()0( ρσ=ρσ ρρ  амплитудные значения из-

меняющегося во времени по гармоническому 
закону tie ω  осесимметричных составляющих 
нормальных и касательных напряжений; 0ρ  - 

плотность пьезокерамики; ( )zu ,)0( ρρ  и ( )zuz ,)0( ρ  - 

осесимметричные составляющие амплитудных 
значений компонентов вектора смещения мате-
риальных частиц пьезокерамики. 

Усредним дифференциальное уравнение 
(30) по толщине диска, а (31) - по его площади. 
Воздействуя на уравнение (30) преобразовани-
ем (15), а на уравнение (31) - преобразованием 
(18), получаем 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

ρρ
ρ ρϕ

ρρ ϕϕ ρ

∂σ ρ  σ ρ α − σ ρ + ∂ρ

 + σ ρ − σ ρ + ρ ω ρ = ρ

(0)
(0) (0)

(0 ) (0 ) 2 (0 )
0

, ,0

1 0

z

z z zu

 (33) 

( ) ( ) ( )
ρ

ρ
ρ

σ
σ ρ ω

∂
+ + =

∂

(0 )
(0) 2 (0 )

0 0 0, 0zz
z z

z
R R z u z

z
, (34) 

где ( )
( )

( )
( )

(0 ) (0)

(0 ) (0)
0

,1
,

z

z
z

dz
z

α
ρρ ρρ

ϕϕ ϕϕ

   σ ρ σ ρ   =   
ασ ρ σ ρ      
∫ ,  

( ) ρρρσ=σ ∫ρ dz
R

R

zzzz ,1 0

0

)0(
2
0

)0( . 

Будем полагать, что ПК диск приклеен высо-
комолекулярным клеем к поверхности тыловой 
акустической нагрузки (см. рис 1 в [5]). При этом 
реализуется скользящий механический контакт 
и на поверхности z = α  с хорошей точностью 
выполняется следующее граничное условие: 

( )ρσ ρ α =(0) , 0z  (35) 

Касательные напряжения ( )zz ,)0( ρσ ρ  также 

обращаются в нуль на поверхности 0=z  и 
0R=ρ . Принимая во внимание это обстоятель-

ство, перепишем уравнение (33) и (34) в сле-
дующем виде 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) 0

1

)0(2
0

)0()0(
)0(

=ρωρ+

+ρσ−ρσ
ρ

+
ρ∂

ρσ∂

ρ

ϕϕρρ
ρρ

z

zz
z

u

  (36) 

( ) ( )
(0 )

2 (0 )
0 0zz

z
z

u
ρ

ρ∂σ
+ ρ ω ρ =

∂ρ
 (37) 

Определим усредненные напряжения 

( )ρσρρ
)0( z , ( )ρσϕϕ

)0( z  и ( )zzz
)0( ρσ . В общем случае уп-

ругие напряжения ijσ  в деформируемом пьезо-

элементе определяется обобщенным законом 
Гука для упругих сред с пьезоэлектрическими 
эффектами, который записывается следующим 
образом [3]: 

σ = ε −
ij

E
ij ijkl kl k kc e E

 
(38) 
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где E
ijklc  - компонент тензора модулей упругости, 

которые экспериментально определяются в ре-
жиме постоянства (равенства нулю) напряжен-
ности электрического поля (верхний символ E ); 

klε  - компонент тензора деформаций; ijke - 

компонент тензора пьезомодулей; kE  - k -й 
компонент вектора напряженности электриче-
ского поля в деформируемом пьезоэлектрике. 

Для поляризованной по толщине пластинки 
из пьезокерамики матрицы модулей упругости и 
пьезомодулей имеют следующий вид:  

11 12 13

22 23

33

44

55

66

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0
0

E E E

E E

EE
E

E

E

с с с
с с

сс
с

с
с

αβ = ,  (39) 

15

24

31 32 33

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0

e
e e

e e e
αβ = ,  (40) 

где 11 22 33
E E Eс с с= ≠ ; 12 13 23

E E Eс с с= = ; 

44 55 66
E E Eс с с= ≠ ; ( )66 11 12 / 2E E Eс с с= − ; 

31 32 33e e e= ≠ ; ( )24 15 33 31 / 2e e e e= = − . В 

дальнейшем изложении одинаковые константы 
будут обозначаться одинаковыми символами. 

Из общего определения (38) для пьезокера-
мики с указанными выше матрицами матери-
альных констант можно записать следующие 
расчетные соотношения: 

( ) zzz
EE Eecc 311211 −ε+ε+ε=σ ϕϕρρρρ , (41) 

zzz
EEE Eeccc 31121112 −ε+ε+ε=σ ϕϕρρϕϕ , (42) 

( ) z
EE

zz Eecc 331112 −ε+ε+ε=σ ρρϕϕρρ , (43) 
Для осесимметричных составляющих нор-

мальных напряжений ρρσ , ϕϕσ , zzσ  справедли-

вы следующие записи: 

( ) ( )

( ) ( )

(0) (0)
(0)

11 12

(0)
(0)

12 31

, ,

,
,

E E

zE
z

u z u z
c c

u z
c e E z

z

ρ ρ
ρρ

∂ ρ ρ
σ = + +

∂ρ ρ

∂ ρ
+ − ρ

∂

 (44) 

( ) ( )

( ) ( )

(0) (0)
(0)

12 11

(0)
(0)

12 31

, ,

,
,

E E

zE
z

u z u z
c c

u z
c e E z

z

ρ ρ
ϕϕ

∂ ρ ρ
σ = + +

∂ρ ρ

∂ ρ
+ − ρ

∂

  (45) 

( )

( ) ( )

(0) (0)
12

(0)
(0)

33 31

1 ,

,
,

E
zz

zE
z

c u z

u z
c e E z

z

ρ
∂  σ = ρ ρ + ρ ∂ρ

∂ ρ
+ − ρ

∂

  (46) 

Прежде чем выполнять последующие дей-
ствия рассмотрим аксиальный компонент 

( )zEz ,)0( ρ  осесимметричной составляющей век-
тора напряженности электрического поля в 
объеме деформируемого пьезоэлектрика. 

Осесимметричная составляющая аксиаль-
ного компонента вектора электрической индук-
ции определяется двумя эквивалентными по 
физическому принципу выражениями, а именно 

( ) ( )[ ]
( ) ( )zE
z

zue

zuezD

z
z

z

,,

,1,

)0(
33

)0(

33

)0(
31

)0(

ρχ+
∂
ρ∂

+

+ρρ
ρ∂
∂

ρ
=ρ

ε

ρ

, (47) 

( ) ( )

( ) ( )

(0) (0)
31

(0) (0)33
33

1 ,

, ,0

z

вых
z z

D e u z

e U
u u

ρ

ε

∂  ρ = ρ ρ + ρ ∂ρ

 + ρ α − ρ − χ α α

. (48) 

Приравнивая друг другу левые части выра-
жений (47) и (48), получаем определение вели-
чины ( )zEz ,)0( ρ  в следующем виде  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(0) (0) (0)31

33
(0)

(0) (0)33

33

1, ,

,
, ,0

z

z
z z

вых

e
E z u u z

u ze
u u

z

U

ρ ρε

ε

∂  ρ = ρ ρ − ρ ρ + ρ ∂ρχ

 ∂ ρ
 + ρ α − ρ − α −

∂ αχ  

−
α

  (49) 

Усредняя выражение (49) по толщине пье-
зоэлектрического диска, получаем  

( )(0 )z вых
z

U
E ρ = −

α
  (50) 

Усреднение выражения (49) по площади 
2
0Rπ  диска дает следующий результат  
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(0 ) (0 ) (0)31
0 0

33 0
(0 )

(0 ) (0 )33

33

2
,

0

z
z

z
z z

вых

e
E z u R u R z

R

u ze
u u

z

U

ρ
ρ ρε

ρ
ρ ρ

ε

 = − + χ

 ∂
 + α − − α −

∂ αχ  

−
α

  (51) 

После этих вычислений выполним усредне-
ние выражений (44) – (46): 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

(0 ) (0 )
(0 )

11 12

(0) (0) (0 )12
31, ,0

z z
z E E

E
z

z z z

u u
c c

c
u u e E

ρ ρ
ρρ

∂ ρ ρ
σ ρ = + +

∂ρ ρ

 + ρ α − ρ − ρ α

 
(52) 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

(0 ) (0 )
(0 )

12 11

(0) (0) (0 )12
31, ,0

z z
z E E

E
z

z z z

u u
c c

c
u u e E

ρ ρ
ϕϕ

∂ ρ ρ
σ ρ = + +

∂ρ ρ

 + ρ α − ρ − ρ α

, (53) 

( ) ( )

( ) ( )zEe
z

zuc

zRu
R

c

z
zE

Ez
zz

)0(
33

)0(

33

0
)0(

0
12

)0( ,2

ρ
ρ

ρ

−
∂

∂
+

+=ρσ

, (54) 

где ( )ρ)0( z
zE  и ( )zEz

)0( ρ  заданы выражениями 
(50) и (51). Подставляя выражение (52) – (54) в 
дифференциальные уравнения (36) и (37), по-
лучаем следующий результат: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

2 (0 ) (0 )
(0 )

11 2 2

(0) (0)
12

2 (0 )
0

1 1

, ,01

0

z z
E z

E
z z

z

u u
c u

u uc

u

ρ ρ
ρ

ρ

 ∂ ρ ∂ ρ
 + + ρ +

ρ ∂ρ ∂ρ ρ 
 ∂ ρ α ∂ ρ
 + − +

α ∂ρ ρ ∂ρ  

+ρ ω ρ =

, (55) 

( ) ( )

( ) 0

,

)0(2
0

)0(2

33
0

)0(

0

12

=ωρ+

+
∂

∂
+

∂

∂

ρ

ρ
ρ

zu

z
zu

c
z

zRu
R
c

z

zD
D

  (56) 

где εχ+= 333311212 /eecc ED ; εχ+= 3
2
333333 /ecc ED  

эффективные модули упругости, которые учи-
тывает связность механических и электрических 
полей, т.е. согласное действие сил упругости и 
сил Кулона, в объеме деформируемого пьезо-
электрика.  

Получить точное решение системы уравне-
ний (55), (56) не представляется возможным. 
Приближенное решение строится с помощью 
метода последовательных приближений.  

Нулевыми, т.е. обладающими наибольшей 
погрешностью, приближениями к точному ре-
шению системы дифференциальных уравнений 
(55), (56) являются решения следующей систе-
мы уравнений 

( ) ( ) ( )

( ) 0

11

)0(2

)0(
2

)0(

2

)0(2

=ρ+

+ρ
ρ

+
ρ∂

ρ∂

ρ
+

ρ∂

ρ∂

ρρ

ρ
ρρ

z

z
zz

uk

u
uu

 
(57) 

( ) ( ) 0)0(2
2

)0(2
=+

∂

∂ ρ
ρ

ρ zuk
z

zu
zz  

(58) 

где Eck 11
2

0
2 /ωρ=ρ  и D

z ck 33
2

0
2 /ωρ=  - квадраты 

волновых чисел
 
радиальных и аксиальных ко-

лебаний ПК диска. Решения уравнений (57) и 
(58) очевидны 

( ) ( )ρ ρρ ρ=(0 )
1

zu CJ k  (59) 

( ) ( ) ( )zkMzkNzu zzz sincos)0( +=ρ
  (60) 

где C , N , M  - константы, значения которых 
необходимо определить в ходе решения зада-
чи; ( )ρρkJ1  - функции Бесселя первого порядка.  

Амплитудные значения усредненных компо-
нентов осесимметричной составляющей векто-
ра смещения материальных частиц ПК диска в 
нулевом приближении должны удовлетворять 
следующим граничным условиям:  

( ) 00
)0( =σρρ Rz

  (61) 

( ) ( )(0 ) ( )TH
zz zz
ρσ α = σ α  (62) 

( ) ( )(0 ) ( )TH
z zu uρ α = α  (63) 

( )( )TH
zzσ α  и ( )( )TH

zu α  - механические напряже-
ния и смещения материальных частиц тыловой 
акустической на площадке механического кон-
такта z = α . 

Будем полагать, что материальные частицы 
тыловой акустической нагрузки, расположены 
на поверхности z = α  совершают аксиальные 
гармонические колебания поршневого типа. При 
этом  

( ) zikTH
z THPezu −=)(

 
где P  - константа; THTH Vk /ω=  - волновое чис-
ло продольных колебаний в режиме одноосного 
сжатия-растяжения материала тыловой акусти-
ческой нагрузки; THTHTH EV ρ= /  стержневая 
скорость в материале тыловой нагрузки, кото-
рый обладает модулем Юнга THE  и плотностью 
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THρ . При таком модельном представлении 
движения материальных частиц границы z = α  

механическое напряжение )(TH
zzσ  определяется 

законом Гука для одноосного напряженного со-
стояния и выражение для его расчета записы-
вается в следующем виде 

( ) ( )
σ

ω− −

∂
= =

∂

= − =

( )

TH TH

TH
zTH

zz TH

ik z ik z
TH TH TH

u z
z E

z
iE k Pe i Z Pe

 (64) 

где THTHTH VZ ρ=  - акустический импеданс ты-
ловой акустической нагрузки на границе z = α . 
Входящие в граничные условия (61), (62) на-
пряжения ( )0

)0( Rz
ρρσ  и ( )(0 )

zz
ρσ α  в нулевом при-

ближении записываются в следующем виде. 

( )

( ) ( )

(0 )
0 11

3112 11
0 0 1 0

0

1 /

E

E E
вых

R c k

e Uc c
J k R J k R

k R

ρ
ρρ ρ

ρ ρ
ρ

σ = ×

 −
× − + 

α  

 (65) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0 )
33

2
33 33

3

sin cos

cos sin

E
zz z z z

вых
z z

c k N k M k

e e U
N k M k N

ρ

ε

 σ α = − α − α + 

 + α + α − +  ααχ

 (66) 

Из условия кинематического сопряжения 
(63) следует, что  

( ) ( )cos sinTHik z
z zPe N k M k− = α + α , после чего 

определяется напряжение ( )( )TH
zzσ α : 

( ) ( ) ( )( ) cos sinTH
zz TH z zi Z N k M k σ α = − ω α + α    (67) 

С учетом решений (59) и (60) выражение (21 
из [5]) может быть записано в следующем виде 

( ) ( )

( ) ( )}

33 31
1 0

0 333

2

cos 1 sin

вых e H

z z

e e
U f CJ k R

R e

N k M k

ρε

 α= ωτ +
χ 

 + α − + α 

  (68) 

Подставляя выражение (68) в условие (65) , 
получаем следующую аналитическую конструк-
цию: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

12 11
11 0 0 1 0

0

2
31

1 0
0 3

31 33

3

1 /

2

cos 1 sin 0,

E E
E

e H

e H z z

c c
c k C J k R J k R

k R

e
f CJ k R

R
e e

f N k M k

ρ ρ ρ
ρ

ρε

ε

 −
− + 

  

α
+ ωτ +

χ

 + ωτ α − + α = 
αχ

 

где ( ) 3

31
H

e H
H

i C Z
f

i C Z

ε

ε
ω

ωτ = −
− ω

 - функция включения 

функцией включения ПЭП в электронную схему.  
Из последующего равенства следует, что  

( ) ( ) ( ){ }, cos 1 sinz zC k N k M kρ  = −Ξ ω α − + α  ,  (69) 

где безразмерный, частотно зависимый коэф-
фициент ( )ρωΞ k,  рассчитывается по формуле 

( ) ( )
( )

0 31 33

3 11 0
, e HR f e e
k

c F k R
ρ ε

ρ

ωτ
Ξ ω =

αχ
;  

( )

( ) ( ) ( )

ρ

ρ ρ ρε
ωτ

χ

=

 
 = − − −
  

0

2
3112

0 0 0 1 0
11 11 3

2
1

E
H

E E

F k R

f ec
k R J k R J k R

c c

 

После определения константы C  выраже-
ние для расчета разности потенциалов выхU  
приобретет более компактный вид  

( ) ( )

( ) ( ){ }

ρε
= ωτ ζ ω ×

χ

 × α − + α 

33

3
,

cos 1 sin

вых e H

z z

e
U f k

N k M k
  (70) 

где ( ) ( )ρ ρ
α

ζ ω = − Ξ ω31

0 33

2
, 1 ,

e
k k

R e
. 

Подставляя выражение (70) в формулу (66) 
получаем соотношение для расчета нормально-
го напряжения ( )(0 )

zz
ρσ α : 

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

ρσ α =

  − α= ω − α + Π ω + 
α   

 α + α −Π ω 
α  

(0 )

1 cos
sin

sin
cos

zz

z
ПК z

z

z
z

z

k
Z N k

k

k
M k

k

, (71) 

где 0ρ= D
ПК VZ  - акустический импеданс 

пьезокерамики; 033 /ρ= DD cV  - скорость рас-

пространения аксиальной продольной волны в 
ПК диске; ( )ωΠ  - безразмерный, частотно зави-
симый параметр, который определяется сле-
дующим выражением: 

( ) ( ) ( )[ ]ρε
ωζωτ−

χ
=ωΠ kf

c

e
HeD

,1
311

2
33 . 

Подставляя выражения (71) и (67) в гранич-
ное условие (62), получаем уравнение следую-
щего вида 
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( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

12 , sin

1 cos
cos

z

z
TH z

z

a k

k
i k

k

ω Π = − α +

− α
+Π ω + ξ α

α

  (72) 

где ПКTHTH ZZ /=ξ  - относительный акустиче-
ский импеданс тыловой акустической нагрузки. 

Из уравнения (72) определяется константа 
M  следующим образом: 

( )
( )
ω
ω
Π

= −
Π

11

12

,
,

a
M N

a
  (73) 

где    

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

11
1 cos

, sin

cos

z
z

z

TH z

k
a k

k

i k

− α
ω Π = − α + Π ω +

α

+ ξ α

,

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

12
sin

, cos

sin

z
z

z

TH z

k
a k

k

i k

α
ω Π = α −Π ω +

α

+ ξ α

 

Константа N  определяется из условий ки-
нематического (выражение (28)) и динамическо-
го (выражение (29) сопряжения напряженно-
деформируемого состояния ПК диска и слоя со-
гласующей жидкости).  

Так как ρ =(0 )
zu N  и нормальные напряжения 

( ) ( ) ( )
( )

(0 )
21 220 , ,

,
zz ПК

ПК

Z Na Ma

Z N

ρ  σ = ω ω Π + ω Π = 
= ω Ψ ω Π

,  

где ( ) ( ) ( )
( ) ( )Πω

Πω
Πω

−Πω=ΠωΨ ,
,
,,, 22

12

11
21 a

a
aa , 

( ) ( ) ( )
( )21

1 cos
, z

z

k
a

k
− α

ω Π = Π ω
α , 

( ) ( ) ( )
( )22

sin
, 1 z

z

k
a

k
α

ω Π = −Π ω
α , то граничные ус-

ловия (28) и (29) записываются следующим об-

разом 

( )
β δ

β
− − = −

1

2
n n n

n n n

NA tg U
k J k

 (74) 

( )
( ) 0,2

2
1

2 =ΠωΨω−ωρ− NZ
kJk

A ПК
nn

nж . (75)
 

Исключая с помощью уравнения (75), кон-
станту N  из условия (74), определяем значение 
константы nA : 

( ) ( ) ( ) ρρρρΠω− ∫ dRkJUaQA n

R

znn 00
0

)0( /,2
0

  (76) 

где 
( )

( )
( )( ) ( ) ( )

ω Π =

Ψ ω Π
=
 ρ ρ α β δ −β αΨ ω Π β δ 

2 2
0 0 1

,

,

/ cos , sin

n

ж z n n n n

Q

k R J k
 

( ) ( ) { }ρ β
β δ

∞

=
= = − +∑ 1(0 )

1
0 2 n n

z n n n
nn

J k
u N A tg U

k
 (77) 

Подставляя выражение (76) в определение 
(77) получаем выражение для расчета констан-
ты N  в следующем виде  

( ) ( ) ( )ω ρ ρ ρ ρ
∞

=
= Π∑ ∫

0
(0)

0 0
1 0

4 , /
R

n z n
n

N R U J k R d  (78) 

где 
( ) ( ) ( )

( )

β α
ω Π = ω Π β δ +

+
β δ

1

2
0 1

, ,

1
cos

n
n n n n

n

n n

R J k Q tg
k

R J k

 

после определения константы N  формулой 
(78) можно записать окончательно вид выраже-
ния для расчета разности электрических потен-
циалов выхU  на нагрузочном сопротивлении 

HZ  ПК приемника нормальных волн Лэмба:  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

33

3

11

12

(0)
0 0

1 0

,

,
cos 1 sin

,

, / .

вых e H

z z

R

n z n
n

e
U f k

a
k k

a

R U J k R d

ρε

∞

=

= ωτ ζ ω ×
χ

 ω Π
× α − − α × 

ω Π  

× ω Π ρ ρ ρ ρ∑ ∫

 (79) 

Далее на основе выражения (79) были вы-
полнены количественные оценки передаточной 
характеристики пьезоэлектрического приемни-
ка. Пьезоэлектрический диск выполнен из пье-
зокерамики типа ЦТС-19. В расчет заложены 
следующие параметры пьезокерамики: 

33 102Ec ГПа= ; 3
0 7400 кг мρ = ; 

2
33 18e Кл м= ; 33 01500εχ = χ ; 

12
0 8,85 10 Ф м−χ = ⋅ ; добротность пьезокера-

мики 80пкQ = . 
На рис. 1. показано частотно зависимое из-

менение разности электрических потенциалов 
при разных значениях отношения толщины пла-
стинки диска a  к его радиусу 0R  (относитель-
ная толщина диска = α 0/a R ) для тонких дис-
ков (рис. 1 а) и для толстых дисков (рис. 1 б). 
Как показывают графики на рис. 1 для тонких 
дисков наблюдается увеличение максимальных 
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уровней чувствительности с увеличением отно-
сительной толщины a , тогда как для толстых 

дисков ситуация противоположная.  

 
Рис. 1 Частотная зависимость уровня отклика пьезоэлектрического приемника на изменение относи-

тельной толщины диска приемника а) для тонких дисков, б) для толстых дисков 

Если зафиксировать толщину диска α , то 
увеличение отношения 0/ Rα  сопровождается 
за счет уменьшения радиуса пластинки диска 

0R ,тогда увеличение уровня чувствительности 
можно объяснить с позиции усреднения поля 
аксиальных смещений в набегающей ультра-
звуковой волне по площадке механического 
контакта.  

Дальнейший рост относительной толщины 
a  (см. рис. 1 б) сопровождается усреднением 
поля поляризационных зарядов по толщине 
диска, в результате чего на его электродирова-
ных поверхностях появляются меньшие по ве-
личине уровни электрических зарядов, что со-
провождается уменьшением тока через элек-
трическую нагрузку и соответственно при этом 
падает выходное напряжение. 

 Минимальные искажения формы им-
пульсного сигнала при прохождении через лю-
бое радиотехническое устройство наблюдаются 
в случае, когда частотный спектр этого сигнала 
соответствует ширине полосы рабочих частот 
устройства. При этом фазо-частотная характе-
ристика устройства в этой полосе частот долж-
на иметь минимальные нелинейности. Из пока-
занных на рис. 1 графиков видно, что наиболее 
подходящим под эти требования является гра-
фик при значении 0/ 0,1Rα = . 

Фиксированный набор параметров, которые 
влияют на относительный уровень чувствитель-
ности приемника следующий: относительная 
толщина ПК диска 0/ 0,1Rα = , относительный 

акустический импеданс тыловой акустической 
нагрузки 1=ξΤΗ , электрический импеданс на-
грузки электронной схемы ОмZ 1000=Η , отно-
сительная толщина слоя согласующей жидкости 

0d / R 0,01= δ = , и добротность жидкости 
1=жQ . По оси абсцисс откладывается безраз-

мерное волновое число 0/ Rkγ , которое в дан-
ном случае является характерным масштабом 
времени. Очевидно, что манипулируя значе-
ниями определенного параметра, входящего в 
расчет относительной чувствительности (выра-
жение 79), возможно найти максимально широ-
кий спектр рабочих частот. 

Следующим параметром исследования по-
служило значение относительного акустическо-
го импеданса тыловой акустической нагрузки. 
На рис. 2 показано изменение относительной 
чувствительности при различных значениях от-
носительного акустического импедансаξΤΗ наи-
более часто используемых материалов тыловой 
акустической нагрузки. Значения ξΤΗ  простав-
лены на врезке в поле графика.  

При передаче и приеме импульсных сигна-
лов желательно иметь максимально широкопо-
лосный тракт. Наиболее предпочтительной час-
тотной характеристикой в данной серии расче-
тов, стала кривая, для которой значения отно-
сительного акустического импеданса 
ξΤΗ = 0,25 , так как при данном наборе пара-
метров достигается наиболее широкий частот-
ный диапазон на уровне ∆ = −3f дБ .  
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Рис. 2 Частотная зависимость уровня отклика пьезоэлектрического приемника на изменение относи-

тельного акустического импеданса тыловой акустической нагрузки 

Материал тыловой акустической нагрузки 
при таком значении ξΤΗ  - это герметик с напол-
нителем в виде металлического порошка, кото-
рый повсеместно используют в приемниках кон-
тактного типа, однако для излучателей такой 
материал совершенно не подходит. В излучате-
лях необходимо использовать в качестве мате-

риала тыловой акустической нагрузки латунь 
[6], что объясняет неэффективность использо-
вания одинаковых по своим конструктивным па-
раметрам пьезоэлектрических преобразовате-
лей для совмещенных преобразователей кон-
тактного типа ультразвукового неразрушающего 
контроля.  

 
Рис. 3 Частотная зависимость уровня отклика пьезоэлектрического приемника на изменение относи-
тельной толщины слоя согласующей жидкости а), электрического импеданса электрической нагрузки 

б), добротности контактной жидкости в) 

Далее на рис 3, исходя из принципа опреде-
ления наиболее оптимальной ширины рабочей 
частоты, были исследованы зависимости уров-
ней чувствительности от изменения относи-
тельной толщины слоя согласующей жидкости 

0/ Rd δ=  (рис. 3 а), изменения входного сопро-
тивления ΗZ  электронной схемы в Омах (рис. 3 
б), которая подключена к пьезоэлектрическому 
диску, и изменения добротности слоя согла-
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сующей жидкости жQ  (величина обратно про-
порциональная вязкости). Значения всех пара-
метров указаны на врезке в поле рисунка.  

Исследование таким образом передаточной 
характеристики приемника показало, что наибо-
лее оптимальным входным сопротивлением яв-
ляется значение ОмZ 1000=Η , относительная 
толщина слоя жидкости должна быть в преде-
лах 01,0005,0 ÷=d и добротность жидкости 

1=жQ .  
Все это говорит о том, что правильным вы-

бором вполне конкретного параметра возможно 
организовать максимально широкий диапазон 
полосы рабочих частот, что даст возможность 
повысить достоверность проведенных измере-
ний и соответственно результатов дефектоло-
гического контроля поверхности металлопрока-
та.  

Выводы 

Основным результаты настоящей статьи 
можно сформулировать следующим образом. 
На основе ранее построенной замкнутой мате-
матической модели приемника ультразвуковых 
волн контактного типа проведено исследования 
частотно зависимой чувствительности пьезо-
электрического приемника. В результате было 
установлено: 

С ростом относительной толщины пьезоке-
рамического диска наблюдается монотонный 
рост максимальных значений чувствительности, 
который после 1,0R/a 0 ≈  прекращается. Даль-
нейшее увеличение относительной толщины 
диска сопровождается уменьшением макси-
мальных значений чувствительности.  

Установлено, что в качестве материала ты-
ловой акустической нагрузки приемников кон-
тактного типа должен использоваться герметик 
с наполнителем в виде металлического порош-
ка. А также обоснована невозможность исполь-
зования одинаковых конструктивных парамет-
ров пьезоэлектрического преобразователя в со-
ставе совмещенного преобразователя контакт-
ного типа, работающего на излучение и прием 
ультразвуковых волн. 

Показано, что подбором значений конструк-
тивных параметров осуществляется влияние на 
частотную характеристику пьезоэлектрического 
приемника и возможно организовать наиболее 
широкий диапазон полосы рабочих частот. Тем 
самым очередной раз доказано влияние как на-
личия слоя согласующей жидкости, так и его 
толщины и вязкости, а также реальных значе-
ний электрической нагрузки и существование 
тыловой акустической нагрузки на точность вы-
ходных измерений ультразвукового неразру-
шающего контроля.  
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Розрахунок передатних характеристик п'єзоелектричного  
перетворювача в режимі прийому ультразвукових хвиль.  
Частина 2. Розрахунок частотної характеристики приймача 

На основі розвиненої раніше моделі процесу реєстрації ультразвукових хвиль приймачем кон-
тактного типу була побудована математична модель перетворювача, яка враховує кінцеві 
розміри диска, факт існування шару узгоджуючої рідини, реальні значення електричного наван-
таження і існування тилового акустичного навантаження. Показано як в якісному значенні кожен 
з параметрів конструкції приймача впливає на чутливість п'єзоелектричного приймача. Вста-
новлено оптимальні значення для відносної товщини п'єзокерамічного диска, відносного акустич-
ного імпедансу тилового акустичного навантаження, товщини шару узгоджуючої рідини та її 
в'язкість, а також значення вхідного опору електричної схеми, підключеної до п'єзокерамічного 
диску. Бібл.6, рис. 3.  

Ключові слова: частотна характеристика; режим прийому; шар узгоджуючої рідини; 
чутливість приймача. 
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Calculation of the transmission characteristics of the piezoelectric 
transducer in ultrasonic waves receiving mode. Part 2.  

Calculation of the receiver frequency response 

Basis on the previously developed model of the registration process of contact type receiver of 
ultrasonic wave has been developed a mathematical model of the transducer, which takes into account 
the finite size of the disk, the existence of the matching liquid layer, the real values of the electrical load 
and the existence of the rear acoustic load. As shown in the qualitative sense, each of the receiver design 
parameters affect the sensitivity of the piezoelectric receiver. The optimum values for the relative 
thickness of the piezoceramic disc, relative acoustic impedance of the rear acoustic load, the thickness of 
the matching liquid and its viscosity, as well as the values of the input impedance of electrical circuitry 
connected to the piezoceramic disc have been defined. Reference 6, figures 3. 

Keywords: frequency response; the receiving mode; the matching layer of liquid receiver sensitivity. 
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