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ВИМУШЕНІ ЕЛЕКТРОПРУЖНІ КОЛИВАННЯ П’ЄЗОКЕРАМІЧНИХ 

ПЛАСТИН І СТРИЖНІВ  

ІЗ РОЗДІЛЕНИМИ ЕЛЕКТРОДАМИ. 

ЧАСТИНА І: АНАЛІТИЧНІ СПІВВІДНОШЕННЯ ДЛЯ КОЕФІЦІЄНТІВ 

ЗВ’ЯЗКУ І КОМПОНЕНТІВ ПОВНОЇ ПРОВІДНОСТІ 

Стаття присвячена аналізу вимушених коливань нерівномірно навантажених перетворювачів, 
таких як пластини-стрижні із товщинною поляризацією при одному або двох двосторонніх розрі-
зах електродного покриття, тонкі диски й кругові кільця з суцільними й розділеними концентрич-
ними та діаметральними розрізами електродів, а також частково електродованих пластин У пе-
ршій частині наведені аналітичні співвідношення, якими описуються радіальні коливання тонких 
п’єзокерамічних дисків із неповними електродами та поздовжні коливання стрижнів із неоднорід-
ним електричним навантаженням. У другій частині наведені експериментальні дані для поздовж-
ніх коливань стрижнів-пластин з розділеними або частковими електродами. 

Бібл. 74, рис. 1 
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Вступ. Коливання п’єзокерамічних елементів 
конструкцій характеризуються високими коефіці-
єнтами електромеханічного зв’язку і значними 
амплітудами механічних напружень та зміщень 
[1 – 6]. Сама природа внутрішніх фізичних проце-
сів у таких тілах призводить до того, що і змі-
щення, і напруження, і провідність, і імпеданс,  
і миттєва потужність мають біля резонансних ча-
стот як активні, так і реактивні компоненти. Ось 
чому, щоб розрахувати будь-яку амплітуду, 
треба брати до уваги втрати енергії [7 – 12]. 

Електромеханічні коливання збуджуються  
в п’єзокерамічних елементах за допомогою еле-
ктричного поля, яке створюється електричною 
напругою, прикладеною до розміщених на його 
поверхні електродів. Товщина електродного пок-
риття незначна (лише кілька сотень ангстремів), 
тому, як правило, його маса в розрахунках до 
уваги не береться. Досліди вчених показали, що 
форма  

і положення електродного покриття істотно впли-
вають на електромеханічні характеристики пере-
творювачів [13 – 15]. Власна між-електродна єм-
ність п’єзокерамічних елементів іноді досягає кі-
льканадцяти нанофарадів і істотно впливає на 
внутрішні електромеханічні процеси в них [1, 
3 – 6]. 

Ефективність перетворення електричної ене-
ргії в механічну й навпаки у п’єзоелектричних 
електромеханічних акустичних перетворювачах 
(резонаторах, трансформаторах, фільтрах час-
тот тощо) залежить, насамперед, від матеріалу  
і геометричної форми перетворювача, а також 
від форми й положення електродного покриття 
[3 – 6, 10, 16].  

П’єзоелектричні пластини та стрижні із ква-
рцу, турмаліну, сегнетової солі тощо інтенсивно 
досліджувалися ще на початку ХХ ст. Детальний 
огляд публікацій з цього питання подано в моно-
графії У. Кеді [17]. Встановлено, зокрема, що для 
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найбільш ефективного електричного збудження 
основної поздовжньої моди L1 тонкого стрижня 
необхідно залишати біля його торців безелектро-
дні ділянки, так щоб довжина електродного пок-
риття становила три чверті від загальної дов-
жини пластини. Досліджуючи коливання кварцо-
вих пластин із розділеними електродами, Д. Дай 
[18] помітив дивне явище — між електродами, 
коли один із них не був приєднаним до інших, ча-
сом виникало якесь світіння повітря, схоже на 
тліючий електричний  розряд. То був перший  
у світі високовольтний п’єзотрансформатор, хоча 
до винаходу С. Розена [19] ще залишалося 
майже 30 років! 

Протягом неповних ста літ, які минули від пі-
онерських робіт [20 – 24], з’явилося чимало пуб-
лікацій, в котрих описувалися різні способи уп-
равління ефективністю перетворення енергії  
в п’єзоелектричних тілах. Їх перелік зайняв би не 
одну сторінку, та все ж на кількох варто зупини-
тися. У працях [25 – 32] розглянуті трансформа-
тори і резонатори з розділеними або неповними 
електродами й досліджено вплив положення гра-
ниці розділення областей на динамічний коефіці-
єнт електромеханічного зв’язку (КЕМЗ).  

У праці [25] розраховані й експериментально 
верифіковані коефіцієнти електромеханічного 
зв’язку для частково електродованих стрижнів, 
дисків і кругових кілець із товщинною поляриза-
цією, а також для поздовжньо поляризованих 
стрижнів із заглибленими електродами. В роботі 
[21] досліджені кругові кільцеві п’єзотрансформа-
тори з концентричними електродами, однорідно 
поляризовані по товщині (п’єзокераміка PZT типу 
APC841, внутрішній діаметр кільця 20ммd  , зо-

внішній мм50D , товщина 6 ммt  ). Встанов-

лено, зокрема, що п’єзотрансформатори такого 
типу демонструють значні коефіцієнти трансфо-
рмації (до 100 одиниць і більше в режимі холос-
того ходу на першому радіальному обертоні)  
й можуть працювати при відносно низьких резис-
тивних навантаженнях (0,1 5кОмів ). Оптимальне 

відношення електродних діаметрів d1D 0,70  ( d1

–границя областей п’єзотрансформатора). 
Праця [27] присвячена дослідженню радіаль-

них коливань кільцевого дискового п’єзотранс-
форматора, в якому внутрішня частина поляри-
зована по товщині, а зовнішня – по радіусу. Ав-
тори вважають таку конструкцію кільцевим тран-
сформатором типу Розена, основною перевагою 
якого перед класичним пластинковим варіантом 
є більша вихідна потужність. Така сама кільцева 
структура досліджена і в [28] для двох випадків, 
коли вихідний електрод розміщений на зовніш-
ньому або внутрішньому ободі кільця. Показано, 

що вищі обертони мають кращі параметри, ніж 
основна радіальна мода. 

П’єзотрансформатор, що складається із двох 
поздовжньо поляризованих ділянок різної дов-

жини і працює на вході й виході на моді 33k , опи-

саний авторами [24]. Тут коефіцієнт передачі за 
електричною напругою менший одиниці. Автори 
й пропонують його для роботи в колах із низькою 

щільністю вихідної потужності ( 30,09 Вт/см )  

й порівняно низькою ефективністю ( 50% ).  

Аналітичні й експериментальні дослідження 
[25, 28, 30]  для поперечно поляризованих стри-
жнів показали, що максимум динамічного КЕМЗ 
на основному поздовжньому резонансі досяга-
ється, коли електродне покриття займає 75% 
площі пластини. Перший радіальний резонанс 
досягає максимальної ефективності, коли внутрі-
шнє електродне покриття займає 80% діаметра 
пластини [31, 32]. Різниця пружних властивостей 
електродованих і безелектродних ділянок у зга-
даних вище працях [25 - 32] не враховувалась.  

Доповідь [33] була присвячена дослідженню 
поздовжніх коливань тонкого п’єзокерамічного 
стрижня з двома розрізами електродів і їх проти-
фазним з’єднанням. Авторам вдалося виділити 
перший обертон поздовжніх коливань моду L3  
з одночасним придушенням основної поздовж-
ньої моди L1.  

У праці [34] узагальнено результати [35], де 
вперше розглянуті поздовжні коливання стрижня 
з одним двостороннім розрізом електродного по-
криття при кількох режимах навантаження (про-
тифазні електроди, коротке замикання однієї з ді-
лянок або її холостий хід) й наведені експериме-
нтальні дані щодо напруженого стану пластини.  

Треба принагідно зауважити, що задовго до 
праць [25 – 32] А. Т. Улітко запропонував і обґру-
нтував так званий енергетичний метод визна-
чення ефективних КЕМЗ [16, 36]. На прикладах 
поздовжніх коливань частково електродованого 
тонкого стрижня з поперечною поляризацією  
і стрижня з поздовжньою поляризацією при за-
глиблених електродах (або виготовленого із 
склеєних один над одним електродованих дис-
ків) було показано, що динамічний КЕМЗ досягав 
максимуму у випадках, коли активна частина ста-
новила саме 75% об’єму або площі зразка. Ці ви-
сновки були повністю підтверджені при експери-
ментальному дослідженні коливань склеєного із 
окремих кругових кілець макета потужного акус-
тичного перетворювача [37].  

Щодо п’єзоелементів дискової та циліндрич-
ної форми, то їх коливання при розрізних і непо-
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вних електродах також вивчалися давно, напри-
клад у [38 – 48]. Концентричні електроди у ви-
гляді розділених кільцевими розрізами або непо-
вного електродного покриття дають можливість 
виділяти вибрані обертони й гасити небажані ко-
ливання [3 – 6, 39, 43, 44]. В разі використання  
у кругових дисках і кільцях діаметральних розрі-
зів електродного покриття можна досліджувати 
несиметричні радіально-зсувні моди коливань  
[4, 5, 45]. 

Будь-яка відділена від основного електрод-
ного покриття п’єзоелемента ділянка перетворює 
його на трансформатор напруги або струму [49, 
50]. Наявність безелектродних областей [40], не-
повна поляризація окремих ділянок [51] або час-
ткова деполяризація [52], з’єднання (склею-
вання) п’єзокерамічних і металевих шарів [53, 54] 
призводять до нерівномірного електричного на-
вантаження з позитивними або негативними нас-
лідками.  

Окремий клас нерівномірно навантажених 
електромеханічних перетворювачів складають 
п’єзотрансформатори різноманітних конструкцій 
і призначення [26 – 30, 49, 50, 53 – 60]. Багато ці-
кавих конструкцій з нерівномірним електричним 
або механічним навантаженням є також в огляді 
[61]. 

До складних електромеханічних систем нале-
жать також метало-п’єзокерамічні структури,  
в яких нанесені на металічну основу керамічні 
п’єзоелементи виконують роль сенсорів і актуа-
торів [61 – 63]. У працях [62, 63], наприклад, дос-
ліджено пасивне та активне демпфірування не-
стаціонарних коливань балки з п’єзоелектрич-
ними накладками. Пасивне демпфірування від-
бувалося при навантаженні накладок-сенсорів пі-
дключеними до них RL-шунтами.  Для активного 
демпфірування застосована методика скінченно-
елементного моделювання у частотному прос-
торі інтегральних перетворень Фур’є. Автори 
вважають, що ними знайдене оптимальне зна-
чення керуючого параметра зворотного зв’язку 
за критерієм максимального демпфірування. Ро-
зрахунки проведені для гіпотетичної структури, 
що складається із металевої балки розмірами 

мм220700   і трьох накладок із п’єзокераміки 

PZT - 2  завбільшки 100 20 2мм  . На жаль, ав-

тори не вказали, ні де і як закріплені накладки, ні 
які моди коливань вони демпфірують. Немає по-
яснення й продемонстрованої в [55] частотної за-
лежності положення максимумів від способу де-
мпфірування. 

У статті [64] показано, що в режимі заданого 
(сталого за амплітудою) спаду напруги на п’єзое-
лементі при наближенні до резонансу миттєва 

потужність зростає, а поблизу від антирезонансу 
– знижується. Навпаки, в режимі заданого (ста-
лого за амплітудою) струму через п’єзоелемент 
при наближенні до резонансу миттєва потужність 
знижується, а поблизу від антирезонансу збіль-
шується. Ця обставина може бути причиною ви-
явленої авторами робіт [8, 9] нелінійності повної 
провідності в умовах великої вхідної потужності, 
як і неможливості забезпечити режим сталого 
струму на антирезонансі. 

Розділені електроди використовуються не 
лише для виділення вищих обертонів коливань, 
за їх допомогою також можна значно підсилити 
слабкі (для випадку суцільних електродів) моди, 
як це зроблено, наприклад, у праці [65] для осо-
бливого крайового резонансу прямокутної плас-
тини. 

Автор монографії [66] опрацював власний 
оригінальний підхід до розв’язання широкого 
кола задач про резонансні коливання п’єзокера-
мічних елементів різної геометричної форми. На 
базі відомих загальних рівнянь електропружності 
побудовані розв’язки задач про напружено-де-
формівний стан стрижнів, дисків, кілець, цилінд-
ричних і сферичних оболонок, а також біморфних 
структур. Виведені формули для вхідного імпе-
дансу в інтервалі частот. Розв’язки проілюстро-
вані численними графіками й таблицями. Той же 
підхід використаний і в праці [67], в якій описані 
металокерамічні акселерометри неоднорідної 
структури.  

Цікаві дослідження із багато-електродними 
паралелепіпедами описані в працях [68 – 70],  
у яких для аналізу електромеханічних явищ на 
границях електродів використано апарат функцій 
Гріна. Автори робіт [6, 71, 72] використали в ба-
гато-електродних стрижнях і дисках негативний 
електричний зворотний зв'язок для розширення 
робочого діапазону низькочастотних перетворю-
вачів. Електромеханічні коливання п’єзокераміч-
них стрижнів і дисків використовуються для ви-
значення електропружних параметрів п’єзокера-
міки [1–7, 73, 74]. 

Ця стаття присвячена аналізу вимушених ко-
ливань нерівномірно навантажених перетворю-
вачів, таких як пластини-стрижні із товщинною 
поляризацією при одному або двох двосторонніх 
розрізах електродного покриття, тонкі диски  
й кругові кільця з суцільними й розділеними кон-
центричними та діаметральними розрізами еле-
ктродів, а також частково електродованих плас-
тин. У першій частині статті наведені для прик-
ладу аналітичні співвідношення, якими опису-
ються  радіальні коливання тонких п’єзокераміч-
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них дисків із неповним електродуванням повер-
хні та  поздовжні коливання стрижнів із неоднорі-
дним електричним навантаженням. Аналогічні 
співвідношення для дисків і кругових кілець наве-
дені у згаданих вище працях [4, 5, 42, 45]. 
 
Радіальні коливання кругових дисків із кон-
центричними електродами. Кругові тонкі п’єзо-
керамічні диски з суцільними та розділеними 
електродами використовуються, як елементи 
ультразвукових електромеханічних перетворю-
вачів для випромінювання і прийому акустичних 
коливань, а також у резонаторах і фільтрах час-
тот. Можливі різні варіанти як електричного з’єд-
нання концентричних електродів, так і розмі-
щення неповного електродного покриття [44].  

Користуючись методикою і позначеннями ро-
боти [44], розглянемо задачу про радіальні коли-
вання круглої п’єзокерамічної пластинки, поляри-
зованої до насичення по товщині, для випадку, 
коли кільцевий електрод нанесений на поверхню 
тонкого диска або кільця концентрично до його 
контуру, так що з обох боків од нього залиша-
ються безелектродні області. Радіус пластинки 
R . Від її центру і до радіусу a , а також від раді-
уса b  і до краю електродне покриття з обох боків 
видалене, так що на поверхні є три кільцеві кон-
центричні ділянки – дві безелектродні і одна 
вкрита електродом. На границях областей радіа-
льні зміщення і напруження неперервні, на кон-
турі пластинки радіальні напруження відсутні. Рі-
вняння руху однакове для всіх трьох ділянок  
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де rU  – радіальні зміщення, k  – хвильове число. 

Рівняння стану, які зв’язують компоненти те-
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тами механічних напружень r ,   і напружені-

стю zE  та індукцією zD  електричного поля, для 
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де 11
Es , 12

Es  – компоненти пружної податливості 

при сталій напруженості електричного поля, 31d  

– п’єзомодуль, 33T  – діелектрична проникність 

при сталому механічному напруженні. 
На безелектродних ділянках  0zD , тому 

 11 12

12 11



 

    

    

,

,

D D
r r

D D
r

s s

s s
 (3) 

де 
T

ED d
ss

33

2
31

1111


 , 
2
31

12 12
33

D E
T

d
s s 


.  

Позначивши ділянки пластинки відповідними 
індексами 1–3, для складових механічних напру-
жень в областях можна записати  
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Пуассона в електродованих і безелектродних ді-
лянках відповідно. 

Розв’язок рівняння (1) для кожної ділянки за-
писується через функції Бесселя першого 1J  і 
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Тут позначено: 
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Співвідношення (1)–(10) є настільки ж загаль-
ними, як і вирази (1.1)–(1.13) роботи [44]. Із них 
можна перейти до частинних випадків суцільних 
електродів, а також електродів, розташованих на 
центральній плямі або периферійному кільці ди-
ска. Разом із згаданою роботою ці вирази повні-
стю описують поведінку тонкого п’єзокерамічного 
диска, який має три концентричні ділянки, в різ-
них умовах нерівномірного електричного наван-
таження і в такий спосіб завершують вивчення 
цього питання. 
 
Аналітичні вирази для компонентів повної 
провідності п’єзокерамічних резонаторів 
стрижневого типу. У публікаціях [7, 11, 12, 64] 
показано, що всі існуючі формули для повної 
провідності peY  (адмітансу) п’єзокерамічних ре-

зонаторів можуть бути зведені до єдиного виразу 
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в якому: j  – уявна одиниця, – кругова частота, 

0C  – статична між-електродна ємність, r – резо-

нансний визначник, a – антирезонансний визна-

чник, x  – поточне значення комплексної безроз-
мірної частоти, 01x  – активна складова резонанс-

ної безрозмірної частоти, 01f  – виміряна частота 

(в Герцах) максимуму повної провідності. 
У випадку поздовжніх коливань тонкого п’єзо-

керамічного стержня із поперечною поляриза-
цією при суцільних електродах, які повністю пок-
ривають головні поверхні [3]. 
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Всі електропружні коефіцієнти  
у виразах (1) і (2) є комплексними [3–5, 7, 57], 
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у тонкому стрижні завдовжки l , завширшки w  і 
завтовшки h  із суцільними електродами 

1 01 33 0 11

2 23301
01 31 310 31

2 2
31 310 11 33 31

1 1 0 5

1 2

1 2

    


  

    

( ), ( . ),

, ( ),

[ ( )],

m m

m

m m m

Ñ C j x x js

lw
C d d jd

h

k k j s d

 (14)  

де 2
31k – квадрат статичного поперечного КЕМЗ. 

Перейдемо до аналізу вимушених коливань 
тонких п’єзокерамічних вузьких стрижнів із част-
ково електродованими поверхнями та із електро-
дами, розділеними двома або одним паралель-
ними до їх торців розрізами. Такі структури зо-
бражені умовно на рис.1, де відділені електродні 
ділянки увімкнуті в електричне коло протифазно. 
Можливі й інші схеми електричного наванта-
ження, такі як коротке замикання окремих діля-
нок або їх холостий хід. Електродні ділянки зо-
бражені потовщеними лініями. Поляризація на 
перших трьох схемах спрямована вздовж попе-
речної (товщинної) координати, а на четвертій 
схемі – поперечно-поздовжня. Та схема зобра-
жує класичний п’єзотрансформатор типу Розена, 
в якому одна половина пластини поляризована 
по товщині, а друга половина по довжині. 

Щоб отримати вирази для повної провідності 
того чи іншого п’єзоперетворювача необхідно 
розв’язати відповідну електропружну задачу. По-
чнемо з першої схеми (рис.1, а), яка містить еле-
ктродні й безелектродні ділянки поверхні. Суміс-
тимо початок координат (для всіх чотирьох схем) 
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з центром пластини. Вкрита електродами діля-
нка І займає частину пластини aya  , безе-

лектродна ділянка ІІ (праворуч) розміщена в ме-
жах  a y l  , а ділянка ІІІ (ліворуч) сягає 

ayl  .  Всі змінні в подальшому мають відпо-

відні індекси 1, 2 і 3, а позначення збігаються з 

працями [11, 12, 34, 64]. Коливання збуджуються 
прикладеною від генератора різницею потенціа-

лів 0 0
j tV V e  , множник j te   опущений. Вважа-

ється, що електродне покриття було видалене із 
частини поверхні після поляризації  всього стри-
жня. 

  
 
 
 
 
 
 
 

а                                                                  б 
 
 
 
 
 
 

в                                                                   г 
Рис 1. Умовне зображення деяких нерівномірно навантажених 

п’єзокерамічних стрижнів 
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Для безелектродних ділянок рівняння стану 
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Вирази для поздовжніх зміщень і деформацій  
у всіх трьох ділянках мають однаковий вигляд 
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Для поздовжніх деформацій і напружень  
в областях пластини можна відповідно записати 
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На торцях механічних напружень немає,  
а на границі областей напруження й зміщення не-
перервні, крім того коливання пластини симетри-
чні: 
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Із співвідношень (18) – (20) отримуємо 
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2 3 2
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d E
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d E
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d E
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k

 
 



 
 



 
  



        (21) 

де )cos(1  ,  sinsin2 , 

 cossin3 , 1k l  , la , 12 kk . 

Підставляючи (18) в (15) і враховуючи (21), 
отримуємо вираз для електростатичної індукції 

1xD  в електродованій ділянці 

,
cos

)1(
11

111312
311331 Ex

T
x

s

ykkAd
kED    (22) 

інтегрування якого по площі дає можливість ви-
значити повний п’єзозаряд 1Q , струм 1I  і адмі-

танс Y  пластини 

1 1

2
2 31 1

33 1 1 31

1 1

2
2 31 1

0 0 31

1 0

2
2 31 1

0 31
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1
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k
S E k
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k
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Y I V

k
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   
    

   
  

   
     

   
 

   
     

   



  (23) 

де 33 1
0

T
T S

C





, baS 221  , h2 , 


 0
1

V
Ex , 

0
T a

r
Y j C


  


, r   ,   

 /sin)1( 1
2
31

2
31 kka  . 

Всі електропружні константи у виразах (14) –
(23), як і самі ці вирази, є комплексними. 

На основі вище викладеного для розподілу 
зміщень і напружень уздовж пластини від коор-
динати 0y   до y l  можна записати  
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 (24) 

Розглянемо електродну систему зображеної 
на рис.1,б другої схеми. Центральна ділянка I  
займає частину пластини a y a   , ділянка 

II  (праворуч) розміщена в межах a y l  , а ді-

лянка III  (ліворуч) сягає l y a    . Спершу бу-

демо вважати, що усі три ділянки є незалежними 
в кожній із них діє своє електричне поле з напру-
женістю 1E , 2E , 3E  відповідно. Рівняння стану  

і руху для усіх трьох ділянок однакові й збіга-
ються з виразами (15), а зміщення й деформації 
описуються формулами (17). Граничні умови за-
писуються по аналогії з (20). В силу симетрично-
сті поздовжніх зміщень стала 1 0B  . Решта ста-

лих інтегрування є: 

 

31 2 31 1 2
1
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3 3

2 2
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k s
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 
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


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  
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 (25) 

Слід зауважити, що для протифазного елект-
ричного навантаження 2 1E E  ( 32 EE  ) ці спів-

відношення збігаються з виразами (6) роботи 
[33].  

Електростатична індукція в області I  виража-
ється формулою (22) і для наведених на елект-
родах областей I  та II  п’єзозарядів та струмів 
отримуємо відповідно 



50 Акустичні прилади та системи 

 Copyright (c) 2016 Безверхий О. І., Зінчук Л. П., Карлаш В. Л. 

 

 

1 1

2
2 31 1

33 1 1 31

2
2 31 1

1 1 1 31

2
2 31 0

2 33 2 1 31 2

2
2 31 0

2 2 1 31 2

1

1

1

1

sin ,

sin ,

( ) ,

( ) ,

x
S

T

T

T

T

Q D dS

k
S E k

k
I j C V k

k
Q S E k

k
I j C V k

 

 
     

   
 

      
   

 
     

     
 

      
     



 (26) 
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Відношення напруженостей електричного 

поля 2  може бути будь-яким, проте для прак-

тики мають смисл лише три такі величини: 0, 1, –
1. Перша цифра відповідає короткому зами-
канню другої і третьої ділянок, друга має місце 
при суцільних електродах пластини, а третя відо-
бражає протифазне електричне навантаження 
[33]. Загальний струм I , що протікає через резо-
натор, як і адмітанс стрижня Y , залежать від 
способу електричного навантаження його діля-
нок. Коли вважати ділянки II  і III  еквіпотенціа-
льними, то можна записати 
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1 2

2
2 31 1

0 1 31

2
2 31 0
31 2

2
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1 1

sin

( ) ( ) .

T

I I I

k
j C V k

k
k

  

          
    

        
     

 (28) 

Максимуми струму в стрижні досягаються на 
резонансних частотах, які є коренями рівняння 

0)cos()(  ,                 (29) 

а щоб визначити антирезонансні частоти, на яких 
струм досягає мінімальних величин, треба прирі-
вняти до нуля вираз у фігурних дужках в (28) (він 
визначає адмітанс пластини) і знайти корені рів-
няння 

2 2
31 1 31 1 0

1 2

(1 ) ( sin ) / 0,

( (1 ) ).

k k        

      
   (30) 

Антирезонансні частоти згідно із (30) залежать 

від квадрату статичного КЕМЗ 2
31k , положення 

границі розділення   і відношення напруженос-

тей електричного поля в ділянках. 
Якщо зробити один двосторонній розділ еле-

ктродного покриття і з’єднати обидві ділянки про-
тифазно (рис. 1,в), то можна виділити парні поз-
довжні моди коливань L2, L6, L10, які при суціль-
них електродах, а також у випадку трьох облас-
тей не збуджуються. Цей випадок, а також коро-
тке замикання однієї із ділянок стрижня, дета-
льно проаналізовані в роботі [34]. 

Класичний п’єзотрансформатор, структура 
якого відповідає схемі рис.1,г, також має дві еле-
ктродні ділянки. Перша (вхідна) секція поляризо-
вана по товщині з електродами на головних по-
верхнях. Друга (вихідна або генераторна) секція 
має єдиний електрод на одному з торців плас-
тини й поляризацію по довжині. Неоднорідність 
такої системи викликана значною різницею шви-
дкостей звуку в її секціях, яка впливає на енерге-
тичні й частотні властивості [2, 4, 5, 55, 56]. Від-
повідні формули для механічних зміщень, напру-
жень і для коефіцієнта трансформації виведені  
в [5, 55, 56], де показано, зокрема, що коефіцієнт 
передачі п’єзотрансформатора в режимі холос-
того ходу обернено пропорційний до квадрату 
частоти. 
 
Висновки. Використовуючи неповністю електро-
довані п’єзоелектричні перетворювачі, можна до-
бирати як величину динамічного КЕМЗ, так і змі-
нювати в широких межах адмітанс. 

Співвідношення (1) – (10) разом із роботою 
[44] повністю описують поведінку тонкого п’єзоке-
рамічного диска, який має три концентричні діля-
нки, в різних умовах нерівномірного електрич-
ного навантаження. 

Завдяки розділенню електродів на кілька ді-
лянок з наступним неоднорідним навантаженням 
можна як „підсилювати” окремі обертони, так  
і „гасити” небажані резонанси, включаючи осно-
вну моду коливань.  

У другій частині статті наведені експеримен-
тальні дані для поздовжніх коливань стрижнів-
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пластин з розділеними або частковими електро-
дами, які повністю узгоджуються з розрахунками. 
Ефективність перетворення енергії оцінювалася 

як за динамічним КЕМЗ, так і за напруженим ста-
ном і вхідним адмітансом. 

Надійшла до редакції 20 травня 2016 р. 
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ВЫНУЖДЕННЫЕ ЭЛЕКТРОУПРУГИЕ КОЛЕБАНИЯ ПЬЕЗОКЕРАМИ-

ЧЕСКИХ ПЛАСТИН И СТЕРЖНЕЙ  

С РАЗДЕЛЕННЫМИ ЭЛЕКТРОДАМИ.  

ЧАСТЬ І: АНАЛИТИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕН-

ТОВ СВЯЗИ И КОМПОНЕНТ ПОЛНОЙ ПРОВОДИМОСТИ 

Статья посвящена анализу вынужденных колебаний неравномерно нагруженных преобразова-
телей, таких как пластины-стержни с толщинной поляризацией при одном либо двух двусторон-
них разрезах электродного покрытия, тонкие диски и круговые кольца со сплошными и разделен-
ными концентрическими и диаметральными разрезами электродами, а также частично электро-
дированных пластин. В первой части приведены аналитические соотношения, описывающие ра-
диальные колебания тонких пъеєзокерамических дисков с неполными электродами и  продольные 
колебания стержней с неоднородным электрическим нагружением. Во второй части приведены 
экспериментальные данные для продольных колебаний стержнем с разделенными либо частич-
ными электродами. 

Библ. 74, рис. 1 
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FORCED ELECTRO-ELASTIC VIBRATIONS OF THE PIEZOCERAMIC 

PLATES AND RODS WITH DIVIDED ELECTRODES.  

PART I: ANALYTICAL RELATIONS FOR COUPLING COEFFICIENTS 

AND ADMITTANCE’S COMPONENTS 



52 Акустичні прилади та системи 

 Copyright (c) 2016 Безверхий О. І., Зінчук Л. П., Карлаш В. Л. 

This article analyses the forced vibrations of the non-uniform loaded piezoceramic transducers, such as 
plates-rods with thickness polarization and one or two bilateral electrode coating divisions, thin disks and 
circular rings with full or concentric and diameter divided electrodes, as well as partly electroded plates. The 
analytical relations for thin piezoceramic discs’ with partial electrodes radial vibrations and for rods’ with no 
uniform electric loading longitudinal vibrations are represented in a first part. The experimental data for rods 
with divided or partial electrodes are represented in a second part. 

Ref. 74, fig. 1. 
Kaywords: piezoceramic plates; divided electrodes; non-uniform electric load; input admittance. 
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