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Анотація—В цій роботі представлена нова методика розрахунку перехідних процесів за допомогою метода дис-
кретної згортки з використанням ряду Котельникова, який призначений для аналізу стаціонарних режимів нелі-
нійних електронних кіл. Матрична форма апроксимації похідних дозволяє отримати прості матричні співвідно-
шення для алгебраїзованих диференціальних рівнянь математичної моделі. Для розрахунку перехідної характери-
стики аперіодичний сигнал джерела повторюють з періодом, більшим за тривалість перехідних процесів у колі.  
В роботі наведено три приклади розрахунку перехідних процесів для ілюстрації застосування розробленої методики. 

Бібл. 15, рис. 10. 
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I. ВСТУП 
Аналіз перехідних процесів електронних кіл  

є одним з найбільш складних типів аналізу з точки 
зору обчислювальних витрат. Класичні симулятори 
електронних кіл виконують чисельне інтегрування 
диференціальних рівнянь для знаходження перехід-
ної характеристики кола. Точність обчислення пере-
хідної характеристики обмежена точністю чисель-
ного інтегрування. 

Ціла низка методів аналізу перехідних процесів 
була запропонована задля підвищення ефективності  
і точності розрахунку перехідних характеристик. 

У [1] описаний метод аналізу перехідних процесів 
лінійних кіл з періодичним джерелом збудження.  
Алгоритм базується на методі змінних стану. Задля 
знаходження розв’язку математичної моделі кола 
розв’язують рівняння у кінцевих різницях на рівномі-
рній часовій сітці. 

Метод аналізу перехідних процесів у нелінійних 
колах із частотно-залежними параметрами представ-
лений у [2]. У цьому методі нелінійні компоненти 
кола заміщують джерелами, сигнали яких залежать 
від часу. Лінеаризоване коло далі моделюється у час-
тотній області і перехідну характеристику отримують 
шляхом зворотного перетворення Лапласа. 

Метод прямого ієрархічного символьного аналізу 
перехідних процесів у лінійних колах [3] дозволяє 
отримувати символьні вирази для перехідних харак-
теристик великих лінійних кіл. Він використовує кон-
цепцію скороченої модифікованої вузлової матриці, 
що базується на вузловому методі. 

У [4], [5] використовують ряд Вольтерри задля 
знаходження перехідних характеристик нелінійних 
кіл. Нелінійні компоненти кола представляють  
у вигляді декількох лінійних кіл Вольтерри. Далі коло 
аналізують за допомогою методу, описаному у [1]  
і розраховують перехідну характеристику на рівномі-
рній часовій сітці. 

Релаксаційні методи, описані у [6], базуються на 
методах Гауса-Якобі та Гауса-Зейделя. Ці методи, як 
правило, використовуються у більшості сучасних  
симуляторів електронних кіл у часовій області. 

Основна проблема методів аналізу перехідних 
процесів полягає в тому, що розв’язок рівнянь мате-
матичної моделі кола шукають точка за точкою, тому 
похибка розв’язку накопичується. Ця проблема відсу-
тня у більшості методів, призначених для аналізу ста-
ціонарних режимів [7]–[15], однак ці методи не приз-
начені для аналізу перехідних процесів. 
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У цій роботі пропонується використання методу 
дискретної згортки з використанням ряду Котельни-
кова [14] для знаходження перехідної характеристики 
електронних кіл. 

II. МЕТОД ДИСКРЕТНОЇ ЗГОРТКИ З ВИКОРИСТАН-
НЯМ РЯДУ КОТЕЛЬНИКОВА 

A. Основи 
Математична модель кола у стаціонарному періо-

дичному стані у часовій області представляється  
у вигляді системи рівнянь у повних похідних та рів-
нянь, що визначають періодичність сигналів (струмів 
і напруг): 
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де L  – кількість невідомих сигналів у колі, 
1( ),..., ( )Lx t x t  – невідомі сигнали, 

1 1 1( ( ),..., ( ), ),..., ( ( ),..., ( ), )L L Lf x t x t t f x t x t t  – нелінійні 
функції цих сигналів, t  – час, 1,..., LC C  – коефіцієнти, 
що можуть дорівнювати 1 або 0, в залежності від при-
сутності похідної у відповідному рівнянні, T  –  
період сигналів у колі. 

Відповідно до теореми відліків Котельникова, 
якщо спектр деякої неперервної функції ( )x t  задово-
льняє умові [15]: 

 max ,πω ≤
h

 (2) 

де maxω  – верхня частота в спектрі функції, h  – крок 
дискретизації по часу, то така функція може бути  
виражена у вигляді ряду Котельникова [15]: 

 ( ) ( ) ( ),
+∞

=−∞
= δ − ⋅∑ h k k

k
x t t t x t  (3) 

де =kt kh , ( )δ −h kt t  – функція кардинального  
синуса, або ядро ряду Котельникова [15]: 
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В свою чергу, похідну функції ( )x t  можна пред-
ставити у вигляді похідної ряду (3): 

 ( ) ( ) ( ),
+∞

=−∞

′ ′= δ − ⋅∑ h k k
k

x t t t x t  (5) 

де ( )′δ −h kt t  – похідна ядра ряду Котельникова. Рів-
няння (5) справедливе для всіх моментів часу =it ih , 

тому ми можемо записати похідну функції ( )x t   
у наступному вигляді: 
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Для випадку ≠i k , (7) набуває наступного  
вигляду: 

  cos ( ) ( 1)( ) .
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−π − −′δ − = =
− −
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Для випадку =i k , із використанням правила  
Лопіталя, (7) набуває наступного вигляду: 

 cos ( ) 1( ) 0.
( )
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 (9) 

Підставляючи (8) у (6), отримуємо: 
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Підставляючи (10) у вихідну систему рівнянь (1), 
отримуємо алгебраїзовану математичну модель кола 
у момент часу it : 
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У стійких колах, які збуджуються джерелом пері-
одичного сигналу з періодом T , після закінчення  
перехідних процесів, всі струми і напруги мають  
такий самий період. Виходячи з цього, для практич-
ного застосування формули (11), необхідно вибрати 
кількість еквідистантних відліків на періоді, напри-
клад, 2M , що дає визначити крок дискретизації як 

2
=

Th
M

. Тоді загальна кількість відліків у системі 

(11) дорівнює 2ML . Записавши рівняння (11) для 
всіх 2M  моментів часу, отримуємо 2ML  рівнянь. 
Тоді кількість рівнянь у системі (11) співпадає з кіль-
кістю невідомих відліків, і система може бути 
розв’язана, наприклад, методом Ньютона-Рафсона. 

B. Матрична форма апроксимації похідних 
Вводячи заміну = −m k i , можна переписати  

вираз (10) у наступному вигляді: 
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Виходячи з періодичності сигналів, ми знаємо, що 
2( ) ( )+=i i nMx t x t , тож ми можемо переписати (12) на-

ступним чином: 
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Введемо позначення: 
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Із урахуванням (14), (13) набуває наступного ви-
гляду: 
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 Співвідношення (15) для всіх 0,..., 2 1= −i M  зру-
чно представляти у матричній формі: 

 1 ,−′ = ⋅X D X
h

 (16) 

де ′X  – вектор-стовпець, що складається з усіх відлі-
ків ( )′ ix t  для 0,..., 2 1= −i M , X  – вектор-стовпець, 
що складається з усіх відліків  ( )ix t  для 

0,...,2 1= −i M , D  – квадратна матриця розміром 
2 2×M M , що складається з коефіцієнтів , +i i md , що 
обчислюються за формулою (14) 

Виходячи з вимог точності, нескінченний ряд  
у (14) вкорочують до певної скінченної кількості чле-
нів. 

Вибираючи 2M  відліків для розрахунку і викону-
ючи апроксимацію похідних у математичній моделі 
кола (1) за формулою (16), отримуємо кінцеву алгеб-
раїзовану систему нелінійних рівнянь: 
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де 1 1 2 1 2( ,..., , ),..., ( ,..., , )L M L L MF X X T F X X T  – век-
тор-функції, що вертають значення функцій 

1 1 2 1 2( ,..., , ),..., ( ,..., , )L M L L Mf X X T f X X T  у кожен 

момент часу it  для 0,..., 2 1= −i M , 2MT  – вектор-сто-

впець, що складається з усіх моментів часу it  для 
0,..., 2 1= −i M . При цьому періодичні граничні умови 

вже враховані при розрахунку коефіцієнтів  
матриці D . 

C. Застосування методу дискретної згортки  
з використанням ряду Котельникова  
для аналізу перехідних процесів 

Метод дискретної згортки з використанням ряду 
Котельникова призначений для обчислення сигналів 
у колі у стаціонарному періодичному режимі. Матри-
чна форма апроксимації похідних математичної  
моделі кола базується на властивості періодичності 
сигналів, отже для застосування методу дискретної 
згортки з використанням ряду Котельникова для  
обчислення перехідних процесів необхідно забезпе-
чити виконання умови періодичності сигналів. 

Для обчислення перехідних процесів у колі, збу-
дженому джерелом сигналу довільної форми, сигнал 
джерела необхідно повторювати з довільним періо-
дом, що перевищує тривалість перехідних процесів  
в колі (див. рис. 1). Прикладом довільного сигналу 
джерела може служити одинична функція Хевісайда, 
прямокутний імпульс і т. п. 

III. ПРАКТИЧНІ РЕЗУЛЬТАТИ 
Далі наведені три приклади аналізу перехідних 

процесів для ілюстрації застосування методу дискре-
тної згортки з використанням ряду Котельникова. 

A. RL-коло 
Розглянемо перехідний процес в RL-колі, предста-

вленому на рис. 2. Для знаходження перехідної хара-
ктеристики цього лінійного кола задаємо сигнал дже-
рела ( ) ( ) ( 7,5)= − −Ji t H t H t  з періодом 15 секунд,  
де ( )H t  – одинична функція Хевісайда. Перехідною  
характеристикою вважаємо, наприклад, струм ( )Li t . 

Математична модель кола, отримана за другим за-
коном Кірхгофа, має наступний вигляд: 

  1 0.− − =L
J L

dii L i
dt r

 (18) 

Із використанням формули (16), (18) набуває на-
ступного вигляду: 

 0,+ ⋅ − =J L L
LI D I I
rh

 (19) 

де JI  – вектор-стовпець відліків ( )Ji t , LI  – вектор-
стовпець відліків ( )Li t . 

 

Рис. 1. Реакція кола xвих на сигнал джерела xдж: (а) – неперіодич-
ний режим, (б) – періодичний режим  
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Рис. 2. Схема RL-кола 

 

Рис. 3. Перехідна характеристика RL-кола, обчислена методом 
Ньютона-Рафсона (НР) та аналітично 

Рівняння (19) було розв’язане методом Ньютона-
Рафсона відносно відліків ( )Li t . Через різкі фронти 
сигналу джерела, розв’язок був знайдений лише при 

50=M , тобто при 100 відліках. На рис. 3 представ-
лені перехідні характеристики, знайдені аналітично 
та шляхом числового розв’язування рівняння (19). 
Обидва графіки візуально співпадають. Аналітичний 
вираз для перехідної характеристики має наступний 
вигляд: 

 ( ) ( ) (1 ).
−

= ⋅ −
r t
LLi t H t e  (20) 

Аналіз точності методу був проведений для 
50,  100, 200, 400=M , у якому середня абсолютна 

похибка обчислювалася за формулою: 

 

Рис. 4. Залежність середньої абсолютної похибки обчислення iL(t) 
в RL-колі від кількості відліків 
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*
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−

=
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M
M M
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i
i t i t
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 (21) 

де ( )M
L ii t  – значення ( )L ii t , обчислене для певного 

значення M , * ( )L ii t  – значення ( )L ii t , обчислене ана-
літично за формулою (20). Залежність середньої  
абсолютної похибки від кількості відліків представ-
лена на рис. 4. 

B. RLC-коло 
Розглянемо перехідний процес в колі, представле-

ному на рис. 5. Для знаходження перехідної характе-
ристики цього кола задаємо сигнал джерела 

( ) ( ) ( 15)= − −Ji t H t H t  з періодом 30 секунд. Перехі-
дною характеристикою кола вважаємо струм ( )Ci t . 

Математична модель кола, отримана за законами 
Кірхгофа, має наступний вигляд: 

 1

2

0
0.

− − − =
 − − =

J R L C

L R C

i i i i
u u u

 (22) 

Після підстановки компонентних рівнянь, (22)  
набуває наступного вигляду: 

 1

2

0

0.

 − − − =

 − − =

CL
J L

CL
C

dudiLi i c
r dt dt

dudi
L r c u

dt dt

 (23) 

Із застосуванням формули (16), (23) набуває на-
ступного вигляду: 

 1

2

0

0.

 + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ =

− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − =

J L L C

L C C

L cI D I I D U
r h h

r cL D I D U U
h h

 (24) 

де JI  – вектор-стовпець, що складається з відліків 
( )Ji t , LI  – вектор-стовпець, що складається з відліків 
( )Li t , CU  – вектор-стовпець, що складається з відлі-

ків ( )Cu t . 

Дана система нелінійних рівнянь була розв’язана 
методом Ньютона-Рафсона відносно відліків шука-
них сигналів. Через різкі фронти сигналу джерела, 
розв’язок був знайдений лише при 50=M , тобто при 
100 відліках. Графік обчисленої перехідної характе-
ристики представлений на рис. 6 разом із графіком, 
отриманим за допомогою симулятора електронних 
кіл PSPICE. Обидва графіки візуально співпадають. 

Аналіз точності методу був проведений для 
50,  100, 200, 400=M , у якому середня абсолютна 

похибка обчислювалася за формулою: 

 
2 1

400

0

1 ( ) ( ) ,
2

M
M M
avg C i C i

i
i t i t

M

−

=
∆ = −∑  (25) 

де ( )M
C ii t  – значення ( )C ii t , обчислене для певного 

значення M . Залежність середньої абсолютної похи-
бки від кількості відліків представлена на рис. 7. 
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Рис. 5. Схема RLC кола 

 

Рис. 6. Перехідна характеристика RLC кола, обчислена методом 
Ньютона-Рафсона (НР) та отримана за допомогою PSPICE 

 

Рис. 7. Залежність середньої абсолютної похибки обчислення iC(t) 
в RLC колі від кількості відліків 

 

Рис. 8. Схема нелінійного кола 

C. Нелінійне коло 
Розглянемо перехідний процес в нелінійному колі, 

представленому на рис. 8. Струм через діод задається 
рівнянням 0 ( 1)α= −Du

Di i e , де 0i  – зворотний струм 

діода, Du  – напруга на діоді, 
Б

q
k T

α =
µ

, де q  – заряд 

електрона, µ  – коефіцієнт неідеальності діода,  

Бk  – стала Больцмана, T  – температура в Кельвінах. 

Нехай 1,1µ =  та 7
0 10−=i А. Для знаходження пере-

хідної характеристики кола задаємо сигнал джерела 
( ) ( ) ( 17,5)= − −Vu t H t H t  із періодом 35 секунд. Реа-

кцією кола на вхідний сигнал вважаємо напругу 
( )Lu t . 

Математична модель кола, отримана за законами 
Кірхгофа, має наступний вигляд: 

 1

2

0
0

0.

− − =
 − − − =
 − − =

D C L

V R D C

C R L

i i i
u u u u
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 (26) 

Після підстановки компонентних рівнянь, (26)  
набуває наступного вигляду: 

 

0
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2
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 (27) 

Із застосуванням формули (16), математична  
модель (27) набуває наступного вигляду: 

 

0

1 0

2

1(exp( ) ) 0

(exp( ) ) 0
1 0,

 α − + ⋅ − =
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h
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h

 (28) 

де DU  – вектор-стовпець, що складається з відліків 
( )Du t , I  – одинична матриця, CU  – вектор-стов-

пець, що складається з відліків ( )Cu t , LI  – вектор-
стовпець, що складається з відліків ( )Li t , VU  – век-
тор-стовпець, що складається з відліків ( )Vu t . 

Дана система нелінійних рівнянь була розв’язана 
методом Ньютона-Рафсона відносно відліків шука-
них сигналів. Через різкі фронти сигналу джерела, 
розв’язок був знайдений лише при 60=M , тобто при 
120 відліках. Графік обчисленої реакції кола предста-
влений на рис. 9 разом із графіком, отриманим за  
допомогою симулятора електронних кіл PSPICE. 
Обидва графіки візуально співпадають. 

Аналіз точності методу був проведений для 
60,  120, 240, 480=M , у якому середня абсолютна 

похибка обчислювалася аналогічно до (25) Залеж-
ність середньої абсолютної похибки від кількості від-
ліків представлена на рис. 10. 
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Рис. 9. Реакція нелінійного кола на одиничний ступінчастий сиг-
нал, обчислена методом Ньютона-Рафсона (НР) та отримана за до-
помогою PSPICE 

 

Рис. 10. Залежність середньої абсолютної похибки обчислення uL(t) 
в нелінійному колі від кількості відліків 

ВИСНОВКИ 
Для аналізу перехідних процесів в електронних 

колах запропонований метод дискретної згортки  
з використанням ряду Котельникова і матричної  
форми апроксимації похідних математичної моделі 
кола. Алгебраїзована система рівнянь  укладається  
відносно невідомих відліків струмів та напруг на 
усьому інтервалі часу. Це дозволяє розрахувати їх  
одночасно, завдяки чому похибка розв’язку не нако-
пичується, як це відбувається під час розв’язання  
диференціальних рівнянь для кожного наступного 
моменту часу. 

Коефіцієнти матриці похідних обчислюються 
лише один раз до початку розв’язання алгебраїзова-
ної системи рівнянь, оскільки їх значення не залежать 
від шуканих сигналів. Точність апроксимації похід-
них регулюється кількістю періодів сигналу, задіяних 
в апроксимації.  

Наведені приклади застосування запропонованого 
методу для аналізу перехідних процесів ілюструють 
його точність та ефективність. 
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Аннтация—В данной работе представлена новая методика моделирования переходных процессов с помощью 
метода дискретной свёртки с использованием ряда Котельникова, который предназначен для моделирования ста-
ционарных режимов нелинейных электронных цепей. Матричная форма аппроксимации производных позволяет 
получить простые матричные соотношения для алгебраизованных дифференциальных уравнений математической 
модели. Для расчёта переходной характеристики апериодический сигнал источника повторяют с периодом, боль-
шим, чем длительность переходных процессов в цепи. В работе приведено три примера расчёта переходных про-
цессов для иллюстрации применения разработанной методики. 

Библ. 15, рис. 10. 

Ключевые слова — переходные процессы; дискретная свёртка; стационарный режим; ряд Котельникова. 
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Abstract—Transient analysis is one of the most computationally intensive types of electronic circuits’ analysis. Typically, 
circuit simulators perform a numerical integration of the mathematical model of a circuit, which consists of a set of differ-
ential and algebraic equations, in order to find the transient response of a circuit. The maximum achievable accuracy of the 
transient solution is limited to the accuracy of the numerical integration method. The integration is performed point-by-
point, so the error of the solution is accumulated. This is not the issue for most of the methods of periodic steady-state 
analysis, however these methods are not suited for the transient analysis. 

In our paper we develop a transient analysis technique with usage of the discrete singular convolution method, that is 
intended for periodic steady-state analysis. Discrete singular convolution method decomposes unknown signals in a circuit 
into Shannon’s series, and the derivatives of these signals are represented by the derivatives of the series. In this way, the 
mathematical model of a circuit is transformed into a set of nonlinear algebraic equations, which can be solved using, for 
example, Newton-Raphson method. The expression for the derivatives approximation can be presented in a matrix form, 
which leads to simple matrix equations in the mathematical model of the circuit. The derivatives matrix is independent of 
the unknown signals in the circuit, and it is defined only by the derivative of the Shannon kernel. The coefficients of this 
matrix do not change through the iterative process for a fixed number of samples. The matrix should be calculated only 
once, before starting the Newton-Raphson iterative procedure. It should be recalculated only if the number of samples was 
changed in order to improve accuracy. 

In order to apply the discrete singular convolution to the transient analysis problem, an arbitrary aperiodic waveform 
of the input source is repeated with the period that exceeds the duration of the transient processes in a circuit. In this way, 
the transient solution is found simultaneously in all time points, so the error is not accumulated as if the solution is calculated 
point-by-point.  As an example of an arbitrary waveform, the Heaviside step function can be used. 

As far as the discrete singular convolution method is suitable for nonlinear circuits, the proposed technique is suitable 
for transient analysis of nonlinear circuits either. 

Three examples are given to illustrate the application of the new technique. 
Ref. 15, fig. 10. 

Keywords – transient processes; discrete singular convolution; steady state; Shannon’s series. 
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