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Анотація—Розглянута акустична антена, відбивач якої виконаний у вигляді акустично жорсткого екрану,  
а джерелом звуку є циліндричний п’єзокерамічний перетворювач з радіальною поляризацією. Висота випроміню-
вача вважається нескінченно великою, тому розподіл швидкостей рівномірний. Внутрішній об'єм перетворювача 
заповнений вакуумом або газом. Задача випромінювання звуку такою антеною вирішена з використанням методів 
зв’язаних полів і часткових областей. Всі фізичні поля антени представлені у вигляді розкладання в ряди Фур’є, 
коефіцієнти яких визначаються в результаті розв’язку диференціальних рівнянь, що описують електропружні  
коливання п’єзокерамічного перетворювача і хвильові процеси в акустичних середовищах, що контактують з ним. 
Розв’язок задачі випромінювання звуку зведено до розв’язку методом редукції нескінченної системи лінійних алге-
браїчних рівнянь. 

Ключові слова — звукові поля; циліндричний п’єзокерамічний перетворювач; акустично жорсткий екран. 

 

I. ВСТУП  
При практичній реалізації акустичних технологій 

управління поведінкою живих істот в зоні управління 
необхідно сформувати акустичне поле з певними  
характеристиками. Для цього треба мати електроаку-
стичні перетворювачі, які можуть забезпечити фор-
мування таких характеристик. Одним з таких перет-
ворювачів є циліндричний перетворювач із зовніш-
нім акустичним екраном. Він складається (рис.1) із 
циліндричного перетворювача 1 і акустичного екрану 
2. Перетворювач 1 являє собою п’єзокерамічний  
циліндр, виконаний, наприклад, у вигляді співвісної 
системи суцільних кілець 3 з електродами, нанесе-
ними на їх циліндричні поверхні, що забезпечує їх  
радіальну поляризацію. Акустичний екран 2 має  
форму незамкнутого кільцевого шару конечної тов-
щини. Оскільки екранований випромінювач призна-
чений для роботи в повітрі, то його акустичний екран 
не може бути акустично м’яким. Тому його технічна 
реалізація може бути наближеною до жорсткого.  

В опублікованій літературі досліджувалися акус-
тичні поля, що формуються циліндричними випромі-
нювачами із зовнішніми екранами як різної форми їх 
побудови, так і з різними значеннями акустичної жо-
рсткості. Зокрема, значна частина робіт [1 - 9] прис-
вячена виконанню екранів з акустично м’якою пове-
рхнею у вигляді незамкнутих кільцевих шарів [1 - 6], 
плоских [7] або замкнутих [3, 9] поверхонь. Певна 

увага приділена акустичним екранам із скінченими 
значеннями їх акустичної жорсткості [3, 8]. Але цилі-
ндричні перетворювачі з жорсткими поверхнями  
екранів у вигляді незамкнутих кільцевих шарів не  
досліджувались. 

В той же час, в останні роки, з’явилась необхід-
ність у виконанні проектних робіт по таким перетво-
рювачам, а відтак, і у створенні теоретичних основ 
розрахунків їх параметрів. Це пов’язано із застосу-
ванням екранованих циліндричних перетворювачів 
для формування акустичних полів, як у повітряному 
середовищі, так і в рідинних середовищах з великими 
значеннями гідростатичного тиску, де технічна реалі-
зація акустично м’яких екранів практично неможлива 
[10]. 

    

Риc. 1..Циліндричний перетворювач із зовнішнім акустичним екра-
ном  
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Рис. 2. Нормальний переріз циліндричного п’єзокерамічного пере-
творювача з екраном 

Метою цієї роботи є визначення аналітичних спів-
відношень, що описують акустичні поля циліндрич-
них п’єзокерамічних перетворювачів з жорсткими 
акустичними екранами у вигляді незамкнутих кільце-
вих шарів.  

II. РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ 
Розв’яжемо задачу випромінювання звуку екрано-

ваним циліндром, нормальний переріз якого зобра-
жено на рис 2. 

Визначимо аналітичні співвідношення, які визна-
чають акустичне поле такого випромінювача. 

Система диференційних рівнянь, яка описує  
випромінювання звуку таким екранованим перетво-
рювачем, включає [1, 11]: 

• рівняння Гельмгольца описує рух середовища 
в середині та ззовні перетворювача 

0;jk∆Φ + Φ =   

• рівняння руху тонких п’єзокерамічних оболо-
нок з радіальною поляризацією в переміщен-
нях: 
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• рівняння вимушеної електростатики для 
п’єзокераміки ; 0E grad divD= − ψ =

 

. 

В (1) наведені наступні позначення: Ф – потенціал 
швидкості акустичного поля; , 1, 2jk j =  – хвильові 
числа внутрішнього ( 1j = ) і зовнішнього ( 2j = )  
середовищ; ,u w  – відповідно тангенціальні та норма-
льні компоненті вектора зміщення точок серединної 
поверхні оболонки; 31 11, ,Ee C γ  – відповідно п’єзокон-
станта, модуль пружності при нульовій електричній 
напруженості та густина п’єзокераміки оболонки; 

,E D
 

 – вектори напруженості та індукції електрич-
ного поля ψ перетворювача; rq  – зовнішнє наванта-
ження оболонки перетворювача. Вирази для ,α β   
наведені в роботах [1, 11]. 

Вважаємо, що внутрішній об’єм п’єзокерамічної 
оболонки випромінювача заповнений середовищем  
з густиною 1ρ  та швидкістю звуку 1c . Це середовище 
може бути вакуумом або газом. Радіальна поляриза-
ція реалізується шляхом нанесення електродів на  
циліндричні поверхні оболонки. До електродів обо-
лонки підводиться гармонійно змінювана в часі t  
електрична напруга 0

i te− ωψ = ψ  частотою ω . Тов-
щина h  приймається набагато меншою за середній 
радіус 0h r≤ . Вважаємо, що висота випромінювача 
являється нескінченно великою, тому розподіл коли-
вальної швидкості по висоті випромінювача однорід-
ний. Акустичний екран товщиною 3 2r r−  та кутом  
розчину 02ϕ  виконано з ідеально акустично жорст-
кого матеріалу. Випромінювач розміщується в сере-
довищі з густиною 2ρ  та швидкістю звуку 2c  . 

Сформулюємо граничні умови задачі в наступ-
ному вигляді : 

• на внутрішніх стінках екрану: 

 0 2 3;0; , r r r∂Φ
= ϕ = ϕ ≤ ≤

∂ϕ
  (2) 

• на зовнішній поверхні екрану: 

 0 3;0; , r r
r

∂Φ
= ϕ ≤ ϕ ≤ π =

∂
  (3) 

• • електричні умови зводяться до  
задання напруженості електричного поля  
в матеріалі оболонки: 

0 .rE
h
ψ

= −   

Представимо шукані величини u  і w  у вигляді 
рядів Фур’є по власним формам коливань оболонки  
в вакуумі : 

 
1 0

sin( ), cos( )n n
n n

u u n w w n
∞ ∞

= =
= ϕ = ϕ∑ ∑ . (4) 

Рішення рівняння Гельмгольца будемо здійсню-
вати методом часткових областей. Для цього,  
розіб’ємо всю область існування акустичного поля на 
три часткові області: I область – внутрішня область 
випромінювача 1( ,0 )r rϕ ≤ π ≤ ≤ , яка в залежності 
від виду конструкції перетворювача може бути ваку-
умована або заповнена газом з параметрами 1 1cρ ;  
II область – частина робочої області , яка замкнена 
між стінками екрану 0 2 3( , )r r rϕ ≤ ϕ ≤ ≤  і яка конта-
ктує з робочою поверхнею перетворювача; III область 
– робоча область середовища з параметрами 2 2cρ  

3( , )r rϕ ≤ π ≥ , яка оточує перетворювач. Відповід-
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ний вибір граничних умов на межах доповнює зага-
льну систему рівнянь, що описують роботу екранова-
ного перетворювача. Тобто, на поверхні перетворю-
вача, що контактує з середовищем, формується рів-
ність швидкості нормальних зміщень поверхні п’єзо-
керамічної оболонки та коливальної швидкості части-
нок середовища, як зовнішнього – робочого, так і вну-
трішнього, що знаходиться всередині перетворювача. 
На зовнішній та внутрішній поверхнях перетворю-
вача формується рівність нормальних напружень, що 
створюються тиском та нормальними пружними  
напруженнями п’єзокераміки. Такі ж само умови  
формуються на межі Ⅱ та Ⅲ областей . 

Тоді повна система вихідних співвідношень задачі 
включає в себе наступні умови спряження звукових 
полів на границях розділу областей та граничні умови 
на зовнішній поверхні екрану:  

• рівність швидкостей коливань частинок сере-
довища і швидкості нормальної складової змі-
щень поверхні оболонки : 

 1
1, , ;w r r

r t
∂Φ ∂

− = ϕ ≤ π =
∂ ∂

 (5) 

 11
0 2, , ;w r r

r t
∂Φ ∂

− = ϕ ≤ ϕ =
∂ ∂

 (6) 

• на поверхні оболонки випромінювача викону-
ється умова рівності складової тензора напру-
жень rσ  звуковому тиску нормальної складо-
вої взятої з протилежним знаком: 

 11 1 0 2( ), , ,r rq P P r rσ = = − − ϕ ≤ ϕ =   (7) 

де 11 1
11 2 1 1;P P

t t
∂Φ ∂Φ

= ρ = ρ
∂ ∂

 – радіальні напруження 

від динамічного тиску.  

 111 11 0 3, , ;r rΦ = Φ ϕ ≤ ϕ =   (8) 

 
0

111
11

0 3

0,
 

,
 

;

,r r r
r

 ϕ ≤ ϕ ≤ π
∂Φ = ∂Φ∂ ϕ ≤ ϕ = ∂

. (9) 

Потенціал швидкості акустичного поля , створю-
ваний перетворювачем, можна представити через  
потенціал швидкості в кожній із вказаних областей 
[2]: 

• в області Ⅰ, що не має особливостей у внутрі-
шньому об’ємі перетворювача : 

1 1
0

( ) cos( );m m
m

E J k r m
∞

=
Φ = ϕ∑  

• в області Ⅱ: 

 
2

11
20

( )
cos( );

( )
q

q

q m
q

q mq

A J k r
m

B N k r

∞

=

+ 
 Φ = ϕ
+  

∑   (10) 

• в області Ⅲ , з урахуванням умов випроміню-
вання на нескінченності: 

(1)
111

0
( ) cos( );s s

s
F H kr s

∞

=
Φ = ϕ∑  

де (1)
1 2 2( ), ( ), ( )

qn m sJ k r N k r H k r  – функції Бесселя, 

Неймана , Ханхеля першого роду; , , ,m q q sE A B F  – 
невідомі комплексні коефіцієнти. 

Вираз для потенціалу швидкості 11Φ  задовольняє 
рівнянню Гельмгольца при довільних qm . Належним 
вибором цієї величини можливо досягти задоволення 
граничних умов в області Ⅱ . Для цього підставимо 
вираз (10) для у граничну умову (2): 

11

0

0 0

0
0

( ) ( )

sin( ) 0; sin( ) 0;

; .

q qq q m q m
q

q q

q q

m A J kr B N kr

m m

qm q m

∞

=

∂Φ  = − + ×  ∂ϕ

× ϕ = → ϕ =

π
ϕ = π → =

ϕ

∑

 

Коефіцієнти nu  та nw  (4) мають визначатися на 
основі задоволення рівнянь (1) та умов спряження 
(5)-(7). З першого рівняння системи витікає наступ-
ний зв'язок між шуканими коефіцієнтами.  

 
2

2 2
(1 ) ;

( (1 ) )
n n

n nu w
n

+β
=

αγω − +β
  (11) 

Підставивши (10) у друге рівняння системи (1) та 
провівши його перетворення, отримаємо: 

0

2 2 2 2 2
0

1 1 1
0

31 0 0

11

cos( )

( ) ( ) cos( )
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;

q q
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де 
2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2
(1 )( 1) ( 1)

( (1 ) )
n

n n n nR
n

α γ ω −αγω +β + +β +
=

αγω − +β
. 

З умов (5), (6), (8) та (9) витікає ряд алгебраїчних 
рівнянь.  

З умови (5): 

'
1 1

0

1
0

( ) cos( )

cos( ),0 .

m m
m

n
n

E J k r m

ic w n

∞

=
∞

=

ϕ =

= ϕ ≤ ϕ ≤ π

∑

∑
  

З умови (6): 

'
2 2

2
0 02 2

0

( )
cos( ) cos( ),

( )

0 .

q

q
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q nq m

A J k r
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= =

 +
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Умова (8) дає : 

 

2 3(1)
2 3

2 30 0

0

( )
( ) cos( ) cos( ),

( )

.

q

q

q m
s s q

q ms q

A J k r
F H k r s m

B N k r

∞ ∞

= =

+ 
 ϕ = ϕ
+  

ϕ ≤ ϕ

∑ ∑  

З умови (9) маємо : 

'
2 3(1)

2 3
0 0 2 3

0

( )
( ) cos( ) cos( ),

( )

.

q

q

q m
s s q

s q q m

A J k r
F H k r s m

B N k r
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= =

 +
 ′ ϕ = ϕ ′+  

ϕ ≤ ϕ

∑ ∑  

На основі властивостей повноти та ортогонально-
сті функцій cos( ),cos( )qn mϕ ϕ  на інтервалах 

[ ] [ ]0 0; , ;−π π −ϕ ϕ отримаємо нескінченну систему  
лінійних алгебраїчних рівнянь: 
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де нові коефіцієнти мають вигляд: 
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Згідно рекомендації [1] проведемо регуляризацію 
системи (12) шляхом введення наступної заміни неві-
домих , ,q q sA B F  новими невідомими: 
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Отримаємо нову нескінченну систему алгебраїч-
них рівнянь : 
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Ця система може бути розв’язана методом редук-
ції або методом послідовних наближень. 

В залежності від частоти та кута розкриву звуко-
вий тиск на поверхні оболонки випромінювача може 
бути розраховано згідно виразу : 

2 2( ) .IIp r iϕ = − ωρ Φ  

Характеристика направленості визначається спів-
відношенням  
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Наведені результати дозволять одержати необ-
хідні кількісні значення параметрів акустичних  
і механічних полів, які необхідно знати при виконанні 
проектних робіт по створенню електроакустичних 
перетворювачів згідно з заданими вимогами . 

ВИСНОВКИ 
Методом зв’язаних полів в багатозв’язних облас-

тях одержані аналітичні співвідношення для розраху-
нків акустичних полів, що формуються циліндрич-
ним п’єзокерамічним перетворювачем з акустичним 
екраном у вигляді незамкнутого кільцевого шару  
з жорсткими властивостями. Розв’язок задачі випро-
мінювання звуку зведено до розв’язку методом реду-
кції нескінченної системи лінійних алгебраїчних рів-
нянь. Одержані теоретичні співвідношення станов-
лять базу для виконання проектних робіт по ство-
ренню приладів для практичної реалізації акустичних 
технологій управління поведінкою живих істот. 
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Аннотация—Рассмотрена акустическая антенна, отражатель которой выполнен в виде акустически жесткого 
экрана, а источником звука является цилиндрический пьезокерамический преобразователь с радиальной поляри-
зацией. Высота излучателя считается бесконечно большой, поэтому распределение скоростей равномерное. Внут-
ренняя объем преобразователя заполнен вакуумом или газом. Задача излучения звука такой антенной решена  
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с использованием методов связанных полей и частичных областей. Все физические поля антенны представлены  
в виде разложения в ряды Фурье, коэффициенты которых определяются в результате решения дифференциальных 
уравнений, описывающих электроупругие колебания пьезокерамического преобразователя и волновые процессы 
в акустических средах, контактирующих с ним. Решение задачи излучения звука сведено к решению методом  
редукции бесконечной системы линейных алгебраических уравнений. 

Ключевые слова — звуковые поля; цилиндрический пьезокерамический преобразователь, акустически жесткий 
экран. 
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Abstract—In this paper, the acoustic antenna was disassembled, the reflector of which was made in the form of an acous-
tically rigid screen, and the sound source is a cylindrical piezoceramic converter with radial polarization. The height of  
the radiator is infinitely large, so the velocity distribution is uniform. The internal volume of the converter is filled with 
vacuum or gas, and radial polarization is realized by applying the electrodes on the cylindrical surfaces of the shell.  
The electrodes of the shell are brought into harmoniously changing time electric voltages and frequencies. The thickness of 
the rings of the cylindrical converter is taken much less than the average radius. We believe that the height of the emitter is 
infinitely large, so the distribution of the oscillation velocity along the height of the emitter is homogeneous. 

Analytical relations were described that describe the acoustic fields of cylindrical piezoceramic converters with rigid 
acoustic screens in the form of unclosed annular torus. The problem of the radiation of sound with such an antenna was 
solved using the methods of bound fields and partial regions. All physical antenna fields are represented in the form of 
decompositions in Fourier series, the coefficients of which are determined as a result of the solution of differential equations 
describing the electroshock oscillations of the piezoceramic converter and the wave processes in acoustic media in contact 
with it. The boundary conditions are formulated for the inner and outer walls of the screen, and also the electric field 
strength in the shell material, which describes the operation of the screened converter, is taken into account. That is, on  
the surface of the converter in contact with the medium, the equation of the normal displacement of the surface of  
the piezoceramic shell and the oscillatory velocity of the particles of the medium, both external - working and internal, 
located inside the converter, is formed. The complete system of output ratios of the task includes the conditions for conju-
gation of sound fields at the boundaries of the division of regions and boundary conditions on the outer surface of the screen. 
According to the boundary conditions, the potential of the acoustic field velocity created by the converter was presented, 
because of the velocity potential in each of these regions. The solution of the problem of sound radiation is reduced to  
the solution by the reduction method of an infinite system of linear algebraic equations. The paper presents the analytical 
relations of sound pressure on the surface of the emitter shell, depending on the frequency and angle of the opening, as well 
as the expression for determining the characteristics of the direction of cylindrical piezoceramic converters with rigid acous-
tic screens.  

Keywords — sound fields; cylindrical piezoceramic converter, acoustically rigid screen. 
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