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Решена задача о колебаниях круглой 

пластинки линейно-переменной толщины 
методом симметрий. Приведены частотные 
уравнения и уравнения форм собственных 
колебаний. Выполнен анализ напряженно-
деформированного состояния пластинки 
переменной толщины. Предложена схема 
оценки долговечности и эксплуатационного 
ресурса пластинки при ее возможном ис-
пользовании в качестве активного акустиче-
ского элемента резонансных устройств. 
Библ. 7, рис. 5, табл. 1. 
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Введение 

Стержневые, балочные, пластинчатые и 
оболочные элементы колебательных систем 
широко используются в акустике и ультрааку-
стике в качестве волноводов, активных пере-
ходных звеньев или технологических рабочих 
объектов. Для целесообразного проектирования 
акустических элементов необходимо распола-
гать результатами расчета их колебаний, в пер-
вую очередь при резонансных режимах. По-
следнее обстоятельство  требует изучения их 
собственных колебаний. Задача о колебаниях 
круговых пластинок переменной толщины явля-
ется не только одной из актуальных задач при-
кладной акустики, но является одной из важ-
нейших в технической теории упругости. Многие 
вопросы, связанные с проектированием круглых 
фундаментных плит, турбинных дисков, гибких 
соединений валов, лопастей гидромашин, дис-
ковых пружин и др., увязаны с расчетом круглых 
пластин переменной толщины. Если толщина 
пластинки убывает при увеличении расстоянии 
от центра, то ее условно относят к “дисковому” 
типу, если толщина увеличивается – к “диа-
фрагменному”. В работе рассматриваются “дис-
ковые” пластинки, поскольку этот случай в от-
личие от пластинок “диафрагменных” исследо- 

ван совершенно недостаточно [2]. Возможная 
причина – в аналитических затруднениях при 
решении соответствующих дифференциальных 
уравнений, вследствие чего приходится прибе-
гать к приближенным вычислениям с использо-
ванием асимптотических интегралов исходного 
уравнения в виде балочных функций или при 
помощи метода Релея [2]. В монографии [3] 
рассмотрен случай пластинки линейно-
переменной толщины, основное решение для 
которой получено в гипергеометрических функ-
циях, т.е. по существу методом рядов. Послед-
ний метод, как известно [4], для задач на собст-
венные значения IV порядка, к классу которых 
принадлежит задача о пластинке, не всегда 
достаточно эффективен и сопряжен со значи-
тельными затратами времени из-за технических 
и вычислительных затруднений. По-видимому, 
именно по этой причине автор [3] ограничился 
вычислением только основной собственной 
частотой пластинки линейно-переменной тол-
щины. 

Цель работы 

Применительно к задаче о колебаниях “дис-
ковых” пластинок обосновать эффективность ее 
решения методом симметрий, разработанным 
ранее для задач на собственные значения вто-
рого порядка [7]. В качестве характерного при-
мера решить задачу для пластинки линейно-
переменной толщины и сравнить результаты с 
полученными в работе [3] методом рядов. 
Представить алгоритм применения метода и 
для иных возможных случаев изменения тол-
щины. При помощи полученного решения вы-
полнить анализ напряженно-деформированного 
состояния пластинки и на его основе предло-
жить схему оценки ее долговечности при резо-
нансных колебаниях в составе некоторых ульт-
развуковых устройств, что представляет прак-
тический интерес для обеспечения их эксплуа-
тационного ресурса. 
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Дифференциальное уравнение и его анализ 

Уравнение собственных колебаний одно- 

родной пластинки (волновое уравнение) в по-
лярных координатах θ,r  имеет вид [1] 
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( ) −= trWW ,,θ перемещение пластинки в сре-

динной плоскости; ( ) −−
= 2

3

112 ν
EhD  цилиндриче-

ская жесткость; ( ) −= θ,0 rHhh толщина пластин-
ки; −γν ,,E соответственно коэффициент Пуас-
сона, модуль упругости и удельный вес мате-
риала пластинки; −g ускорение силы тяжести. 

Если рассматривать круглую пластинку, у 
которой толщина изменяется осесимметрично, 
т.е. ( )rHHh ⋅= 0  и если такая пластинка совер-

шает только осесимметричные колебания 
( )trWW ,= , то полагая 
( ) trWW ωcos= ( −= fπω 2 круговая частота соб-

ственных колебаний; −f линейная частота) и 

перейдя к относительной переменной 
R
r

=ρ  

( −R радиус пластинки), получим вместо волно-
вого уравнения (1) уравнение форм колебаний 
для пластинки с относительной толщиной 
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где ( ) −= ρWW функция прогибов (перемеще- 

ний); ( ) −= ρHH безразмерный аналог толщи- 

ны; ( )
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Получить замкнутое решение уравнения (2) 
в общем случае изменения ( )ρH  не представ-
ляется возможным, однако приблизиться к ре-
шению этой проблемы для отдельных ( )ρH  по-
зволяет метод факторизации, согласно которо-
му уравнение четвертого порядка (2) можно 
разложить на два уравнения второго порядка. 
Если уравнение (2) представить в виде 
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где ( );ρAA =  ( );ρBB = ( );ρCC = =4D const, то 
получим следующие два уравнения 

02 =±+′+″ jjjj WDCWBWAW ( 2,1=j )          (4) 

сумма решений которых дает решение исходно-
го уравнения (2), т.е. 21 == += jj WWW . После 

раскрытия (3) и сопоставления образованных 

функций при ( ) WWWWW ,,,,4 ′′′′′′  с соответст-
вующими функциями исходного уравнения (2) 
получим следующие выражения для DCBA ,,,  

;HA =  ;2
ρ
HHB +′=  ( ) ;

2
13 HHC ′′−

′
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ρ
ν  

;444 µλ +=D  =4µ const.                                (5) 

При этом получим также условие, в виде 
нелинейного уравнения 

,42 µ=+′+′′ CCBCA                                  (6) 
ограничивающего значения ( ),ρH входящих в 
выражения для .,, CBA  Очевидное решение 
этого уравнения 

=±= 2µC const, 

приводит согласно (5) к возможности определе-
ния ( )ρH  из уравнения 
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Его решение в качестве общего выражения 
для ( )ρH  имеет вид 

 

,12 cbaH q ++= +ρρ                                            (7) 
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где ( ),12

2

−
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=
q

a µ  −cb, постоянные; ( ) .2/13 −= νq  

Если 3/1=ν , что справедливо для боль-
шинства металлов, то в этом случае 0=q  и по-
этому выражение (7) принимает вид квадратно-
го трехчлена  

.2 cbaH ++= ρρ                                                  (8) 

В зависимости от значений постоянных 
cba ,,  в выражениях (7) или (8) строятся профи-

ли пластинки, относящиеся к “дисковому” или 
“диафрагменному” типу. 

Уравнения (4) с учетом (5) и (8) запишутся в 
виде 
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Известны решения уравнений (5) и задачи в 
целом для “диафрагменных” пластин с толщи-
нами ;2ρ=H  ρ , а также для 1+= qH ρ  при от-
дельных 01>+q , не выходящих за пределы 

2
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−>≥ q , диктуемых реальными пределами 

физической постоянной ν , лежащей в пределах 

.0
2
1

≥≥ν  Информация о таких решениях со-

держится в источниках [2,3]. Для “дисковой” 
пластинки с толщиной типа cbH += ρ  решение 
было найдено в рядах только при bc −=  и 
только для первой формы колебаний [3]. Реше-
ний для иных случаев, например, для пластинки 
толщиной ,2 caH += ρ  в литературе пока не об-
наружено. 

Схема применения метода симметрий для 
разрешающих дифференциальных уравне-
ний   

Уравнение (9), переписанное в общем виде 
(индекс j  опускаем)  
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где ,4422 µλµ +±=∗k  преобразуем путем за-

мены переменной ( )xρρ =  к виду 
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где ,
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WdWxx =  =2k const. 

Математическая структура уравнения (11) 
полностью соответствует структуре уравнения 
форм продольных или крутильных колебаний 
стержня переменного поперечного сечения 
площадью ( )xF , решения которого можно по-
строить методом симметрий [7]. 

Уравнение (10), выраженное через пере-
менную ( )ρx , будет иметь вид 
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где, −21,CC произвольные постоянные. 

Выражение при xW в уравнении (12), делен-

ное на 2
ρx , преобразуем к виду ,/ FFx т.е. 
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2 HCxHF ρρ ρ ==  В функ-

ции F  толщина H  соответствует выражению 
(8), в котором постоянные cba ,,  необходимо 
выбирать в зависимости от требуемого профи-
ля пластинки.  

Рассмотрим случай ρ−= 1H , при котором 
толщина HHh 0= (рис.1) линейно убывает от 
центра пластинки ( 0=ρ ) до ее края ( 1=ρ ). 
Здесь ,0=a  ,0=µ  поэтому частотный коэф-

фициент 2
∗k  уравнения (10) будет 22 λ=∗k , а 
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Если положить ,12 21 == CC  то из приведен-

ных соотношений получим 
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где −0F произвольно выбираемый коэффици-
ент, поскольку FFx /  при этом не изменяется. 
Естественным границам переменной 10 ÷=ρ  
при данном выборе произвольных постоянных 

1C  и 2C  будут соответствовать границы пере-
менной 10 ÷=x , т.е. 0≥ρ  и 0≥x  при любых 
ρ  и x , не выходящих за отмеченные пределы. 

Таким образом, надо решить систему диф-
ференциальных уравнений  
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в которых частотный параметр 2k , переменная 
( )ρx  и 

( ) ( )53
011 11 xxDFD −−−==                    (16) 

соответствуют выражениям (14).  
Поскольку уравнения (15) при данном ( )xD1  

не разрешимы в элементарных функциях, най-
дем их решения  приближенным способом, ис-
пользовав метод симметрий. Для этого надо 

( )xD1  аппроксимировать функцией, при которой 
решения уравнений (15) можно получить в 
замкнутом виде.  

В качестве аппроксимирующей выберем 
функцию 

,
cossin

sin2
∗

∗

+−
=

Cntntnt
ntnDD                            (17) 

где 1−= xt ; ( )−∗∗ nCD ,, произвольные постоян-
ные, выбираемые при аппроксимации. Функция 
(17) построена по специальному правилу мето-
да симметрий, а именно: 
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Общее решение уравнения форм осесим-
метричных колебаний IV порядка, которое све-
дено к двум уравнениям II порядка (15) 
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равно сумме решений этих уравнений, т.е. 
.21 WWW +=  Точное решение первого из урав-

нений (18) для принятой функции (17) согласно 
методу симметрий запишется в виде 
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Здесь и выше −2211 ,,, BABA постоянные; 

;22 nk +=β  22 nk −=α . Развернутые вы-
ражения (19) и (20) имеют вид 
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где введены обозначения 
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После внесения (21) в граничные условия из 
системы четырех уравнений относительно по-
стоянных ii BA ,  ( )2,1=i  получим частотное 
уравнение, из которого вычисляются собствен-
ные частоты (числа ik ), располагая которыми 
можно построить собственные формы осесим-
метричных колебаний пластинки.  

Пример расчета пластинки линейно-
переменной толщины и его анализ 

Рассмотрим осесимметричные колебания 
пластинки, жестко закрепленной по внутренне-
му контуру при =1ρ  0,1 и со свободным краем 
при =2ρ 0,5 (рис.1).  

ρ

Rh/0H

R
 

Рис.1. К расчету пластинки 
Переходя к переменным x  и 1−= xt , со-

гласно (14) получим, что в данном случае гра-
ничным значениям  =1ρ 0,1 и =2ρ 0,5, будут 
соответствовать 0513,01 =x , 293,02 =x  или 

,9487,01 −=t  .7071,02 −=t   
При жесткой заделке контура ( )1ρρ =  пла-

стинки прогибы и углы поворота равны нулю, а 
для свободного края ( )2ρρ =  при осесиммет-
ричном деформировании изгибающие моменты 

rM  и перерезывающие силы rQ  равны нулю, 
поэтому граничные условия будут иметь вид [6] 

( ) .0
1

1
=








=

=
=

ρρ
ρρ ρd

dWW  

( ) ;0
2

2 2

2
=












+−=

=
=

ρρ
ρρ ρρ

ν
ρ d

dW
d

WdDMr  

( ) ,011

2
2 22

2

3

3
=












−+−=

=
=

ρρ
ρρ ρρρρρ d

dW
d

Wd
d

WdDQr  

где ( )−−= 23 112/ νEhD  цилиндрическая жест-
кость. После перехода к переменной t  гранич-
ные условия при 3/1=ν  могут быть записаны в 
виде 

( ) ( )

( ) ( ) 








=














−

+
−=













−

−
−

==

.0
1

53
3
2

13
3

0

22
22

2

2

2
11

t

tttt
t

ttt

t

W
t

tWW
tt

tW

tWtW

 (22) 

Последнее из условий (22) переписано с 
учетом того, что при 2ρρ =  из условия 0=rM  
следует .3/ ρρρρ WW −=  Для удовлетворения 

условиям (22) необходимо располагать помимо 
функции прогибов (21) выражениями для произ-
водных  

;WW
dt

dW
dx

dW
t ′=== ;2

2

2

2
WW

dt
Wd

dx
Wd

tt ′′===  

.3

3

3

3
WW

dt
Wd

dx
Wd

ttt ′′′===  

Сводка требуемых выражений имеет вид 

( ) ( )
( ) ( )

2
2 0 0

2
2 0 0

W A D sh t D ch t

B D ch t D sh t

′ ′ ′= φ − α α + α φ − α +  
′ ′+ φ − α α + α φ − α −  

 

( ) ( )
( ) ( )

2
1 1 0 1 0

2
1 1 0 1 0

sin cos

cos sin ;

A D t D t

B D t D t

′ ′ − φ − β β + β φ + β −  
′ ′ − φ − β β − β φ + β  

 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

2 2

1 1 1 1 1 1sin cos cos sin ;

W A Psh t Qch t B Pch t Qsh t

A P t Q t B P t Q t

′′ = α + α + α + α −

− β + β − β − β
 

( ) ( )
( ) ( )

2

2

W A P Q sh t Q P ch t

B P Q ch t Q P sh t

′′′ ′ ′ = + α α + + α α + 
′ ′ + + α α + + α α − 

 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

sin cos

cos sin .

A P Q t Q P t

B P Q t t Q P

′ ′ − − β β + + β β −  
′ ′ − − β β − β + β  

 

Здесь введены обозначения 

;2 0
22 ′−+′′= DP αϕαϕ  ;2 0

2
1

2
11

′−−″= DP βϕβϕ  

;2 0
2

0 




 −″−′= DDQ αϕα  ,2 0

2
011 





 −″+′= DDQ βϕβ  

где по определению ;sin0 ntD =  ;cos0 ntnD =′  

.0
2

0 DnD −″  

Для упрощения вычислений заменим в вы-
ражениях для WWWW ′′′′′′ ,,, функции с аргумен-
том ,tα tβ функциями с аргументом ( );2tt −α  
( ),2tt −β  вследствие чего при удовлетворении 

граничным условиям при 9487,01 −=t  будем 
иметь ,2416,021 −=− tt  а при 7071,02 −=t  будет 
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,022 =− tt  т.е. функции shsin,  при 2tt =  будут 
равны нулю, а функции chcos,  равны единице. 
Таким образом, общее решение (21) для данной 
конкретной задачи перепишем, опустив попутно 
индекс “2” при 22,BA  в виде 

( ) ( )
( ) ( )

0

0

0.7071 0.7071

0.7071 0.7071

W A sh t D ch t

B ch t D sh t

 = φ α + − α α + + 
 + φ α + − α α + − 

 

( ) ( )[ ]−+++− 7071,0cos7071,0sin 011 tDtA βββϕ  

( ) ( )[ ].7071,0sin7071,0cos 011 +−+− tDtB βββϕ  (23) 

Аналогичным образом следует переписать 
выражения для производных от .W    

После внесения в граничные условия (22) 
требуемых выражений получим следующую 
систему уравнений относительно неизвестных 
коэффициентов 11,,, BABA   











=+++
=+++
=+++

=+++

∗∗

∗∗

,0
;0
;0

;0

111111

11

111111

11

θγβα
θγβα
BABA

BABA
dBcABbAa

dBcABbAa

                       (24) 

где введены следующие обозначения  

;1
2 shka η= ;1

2 chkb η= ( ) cos;2sin2 1
2

1 βηδ −−= kc  

( ) sin;2cos2 1
2

1 βηδ +−= kd  

( ) ;22 11
2

1 chshka αδη −+=  

( ) ;22 11
2

1 shchkb αδη −+= sin;1
2

1 ηkc −=  

cos;1
2

1 ηkd −=  ( );ηαα qT −=∗   

( );2 ηδηβ qTk −−=∗ ( );ηβγ qT −−=  

( );2 qTk ηδηθ −+= ( );2
1 ηηαα pMk −+=∗  

( );2
1 ηδβ pMNk −−=∗ ( );2

1 ηηβγ pMk +−=  

( ).2
1 ηδθ pMNk −+=  

При этом 

;∗= tshsh α ;∗= tchch α ;sinsin ∗= tβ ;coscos ∗= tβ  

;2416,021 −=−=∗ ttt ;
2

2
0 ttD

V

=




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



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2
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=δ  
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2
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1
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







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1
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0
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D
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=











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=δ ( );13
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2

22

2
2

tt
tq
−

−
=  

( )22
2

2
2

1

53
3
2

t

tp
−

+
⋅= . 

Приравняв нулю определитель системы 
(24), получим частотное уравнение, из которого 
будут найдены собственные частоты ( числа ,ik  

,...3,2,1=i ) пластинки. Это уравнение после не-
которых преобразований определителя сводит-
ся к виду  
( ) ( ) ,011111 =+∆−+∆− Rdccd θγγθ                   (25) 

где  

;11 baab −=∆  ;111
∗∗∗∗ −=∆ βαβα  

( )( ) ( )

( ) ( )( )
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

R a c ac bd b d

a d ad

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= − β θ − β θ + − ×

× α γ − α γ − − γ β − γβ −
 

( )( ).1111 θαθα ∗∗ −−− cbbc  

После внесения в (25) параметров при сис-
теме (24) получим расчетное уравнение для 
вычисления ik : 

[ ] [ ]{ }
[ ] [ ]{ }

2 4
1

cos 1 2

sin 3 4

0,

t sh t ch t

t sh t ch t

k

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

β β α + α α +

+ β α + α α −

−αβη η =

                    (26) 

где 

[ ] ( )
( ) ( ) ( )

4 2
1

2 2 2 2 2
1 1 1 1

1

1 2

k k L

k Y n L n

= + η +

 + − η δ + δ − δ − η − η + δ +  

 

( ) ( ) ;22 1
222

1
2

1
2

1 LnnYn δδδδδδδ +−+−−+  

[ ] ( )( );22 111
24 YLk −−+−= δδδηη  

[ ] ( ) ( )
( ) ( )

4 2 2
1 1 1 1

2 2
1 1

3 2 2

2 ;

k Y L n

n n L Y

 = η + η δ − − η η + δ +  

+ + δδ + δ
 

[ ] ( )
( ) ( ) ( )

4 2 2
1

2 2 2 2
1 1 1 1

4

1 2

k L k

Y n L n

= η + η − ×

 × − η δ + δ − δ − η − η + δ +  

 

( ) ( ) .22 1
222

1
2

1
2

1 LnnYn δδδδδδδ +−+−−+  

Здесь введены обозначения 

( ) ( ) ;22532 22 −++−−= qqpnY δηδη  

( ) ;22 ηδη ++−= qL  

;sin/cos 22 ntntn=δ  
;sin/cos 111 ntntn=δ

( ) ( )[ ];sin2/cossin 2
2222 ntnntntCnt −+= ∗η  



72              Электроника и связь 6’ 2012 

( ) ( )[ ] ;sin2/cossin 2
11111 ntnntntCnt −+= ∗η

;2416,0−=∗t  ;9487,01 −=t  ;7071,02 −=t  

;22 nk −=α  .22 nk +=β  

Аппроксимация функции ( )xD1 , посредством 
функции ( )xD , заданных в виде (16) и (17), про-
водится по следующей схеме. 

Устанавливаем, что экстремум max1D  соот-
ветствует 7746,00 −=t  ( 2254,01 00 =+= tx ). Из 
условия ( ) 101 =xD  находим =01D 2,3193. Тре-
буя, чтобы экстремум maxD  совпадал с экстре-
мумом max1D , из условий ( ) 10 =tD  и ( ) 00 =′ tD  
находим  

( );cos/sin 00
2 ntnntD =∗  

( )[ ] ( ).cos/cossin1sin 0000
2

0 ntntntntntC −+=∗
(27) 

Требуем, далее, равенства DD =1 при 
.9487,01 −=t  Из этого условия с учетом найден-

ных =01D 2,3193, ∗∗ CD ,  получаем уравнение, 
из которого вычисляем .849,2=n  Теперь со-

гласно (27) вычисляем ;3824,0−=∗D  

.4375,4=∗C  
Из графического сопоставления функций 

(16) и (17) при найденных коэффициентах 
nCDD ,,,01

∗∗  (рис. 2) делаем вывод о их удовле-
творительном совпадении, в частности, на тре-
буемом участке от 0513,01 =x  ( )9487,01 −=t  до 

293,02 =x  ( )7071,02 −=t .  
 

( ) ( )xDxD 1,

x

( ) ( )53
011 11 xxDD −−−=

( )
( ) ( ) ( ) ∗

∗

+−−−−

−
=

Cxnxnxn
xnnDD

1cos1sin1
1sin2

 

Рис.2. Графическая иллюстрация поиска 

С учетом 4375,4=∗C  и 849,2=n  вычисля-
ем корни трансцендентного уравнения (26): 

;6812,81 =k ;8728,192 =k .7517,323 =k          (28) 

Сравнивая значение 1k  с найденным в ра-
боте [3] “точным” по утверждению автора 

,7178,81 =k  получим приемлемое для практики 

расхождение в =δ 0,4%. Остается выяснить 
степень приближения этих двух значений 1k  к 
некоторому действительно точному значению, 
поскольку ,7178,81 =k  полученное в [3] методом 
рядов, также следует полагать не лишенным 
погрешности. Анализ вопроса проведем по сле-
дующей методике.  

Предположим, что уравнение (26) имеет ко-
рень =1k 8,7178 при некоторых подлежащих 

определению неизвестных ∗C  и n , отличных от 
установленных выше. Изменяя в сторону уве-
личения или уменьшения параметр n  и связан-
ные с ним согласно (27) величины ∗C  и ∗D  при 

7746,00 −=t , находим некоторые корни ( )nk  
уравнения (26). Строим зависимость ( )nk  из ко-
торой при 7178,8=k  находим требуемые здесь 

92153772,2=n ; 18397,4=∗C ; 31782,0−=∗D . 
Для самопроверки после внесения этих величин 
в (26) убеждаемся, что действительно первый 
корень этого уравнения 7178,81 =k . Строим 
графики (рис.3) основной функции ( )xD1  и двух 
аппроксимирующих функций ( )xD  при 

;849,2=n  ;4375,4=∗C  3824,0−=∗D  (аппрокси-
мация I) и при ;92153772,2=n  

;18397,4=∗C 31782,0−=∗D  (аппроксимация II). 
( )xD

x

( )xD1

( )( )IцияаппроксимаxD

( )( )IIцияаппроксимаxD

 

Рис.3. Аппроксимация функций 
Из рисунка 3 сразу же заключаем, что вооб-

ражаемая аппроксимация II является более 
грубой по сравнению с приведенной в статье 
аппроксимацией I, поэтому и корень 7178,81 =k  
следует полагать более грубым приближением 
к точному значению, чем полученный выше ко-
рень .6812,81 =k  Полагаем поэтому, что корни 
(28) верны с достаточной для практики точно-
стью. Кстати, если согласно аппроксимации II 
вычислить второй корень, то получим 

8425,192 =k  и расхождение с более точным 
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корнем 2k  (28) будет %15,0=δ ; если вычис-
лить 7307804,323 =k , то %06,0=δ . Отсюда 
следует предположение об ослаблении требо-
ваний к степени строгости аппроксимации с 
ростом порядкового номера вычисляемого ik . 

Для анализа напряженно-
деформированного состояния пластинки при 
осесимметричных колебаниях используем из-
вестные из теории пластин формулы для мак-
симальных по толщине радиальных rσ  и тан-
генциальных θσ  изгибных (нормальных) напря-
жений [6] 

;6
2h

Mr
r =σ ,6

2h
Mθ

θσ =                                     (29) 

где 

;







+−= ρρρ ρ
ν WWDMr   .








+−=

ρ
ν ρ

ρρθ
W

WDM  

После перехода к переменной ρ−−= 1t  и 

внесения ,rM  θM , ,3/1=ν  

( ) ,1 2
00 RtHRHh =−= ρ  ( )23 112/ ν−= EhD  в (29) 

получим  

( );0
tttr WqW

R
∗−=

σσ  ( ),
3

0
ttt sWW

R
−=

σσθ  

где 

( ) ( );13/3 22 tttq −−=∗  ( ) ( );1/51 22 ttts −+=   

.64/9 00 EH=σ  

Для суждения о характере изменения проги-
бов W  и напряжений ,rσ  θσ  вдоль радиуса 
пластинки в зависимости от частот (чисел ik ) 
необходимо предварительно определить зна-
чения постоянных 11,,, BABA . Из системы (24) 

можно вычислить их отношения ;/ 111 BAA =∗  

;/ 1BAA =∗  1/ BBB =∗  по формулам 

( ) ( )
( ) ( ) ;

11111

11111
1 ∗∗

∗∗
∗

−∆−−∆

−∆−−∆
=

γββγ
θβθβ

cbbc
dbbdA  

( )[ ] ;/11111 ∆−+−= ∗∗ dbbdAcbbcA  

( )[ ] ./11111 ∆−+−= ∗∗ addaAaccaB  

Параметры для вычисления этих амплитуд-
ных коэффициентов в зависимости от чисел ik  
приведены при выражениях (24)-(26). В резуль-
тате получено (табл.1): 

 

Таблица 1. Величины амплитудных коэффициентов 

Амплитудные коэффициенты 
Числа ik  

∗
1A  ∗A  ∗B  

6812,81 =k  0,5913 -0,59046 -0,79985 

8728,192 =k  0,86445 -0,86027 -0,84454 

75169,323 =k  0,89975 -0,89788 -0,89958 

 

Анализ напряженно-деформированного со-
стояния пластинки и оценка ее работоспо-
собности в качестве активного акустическо-
го элемента 

 
Выражения для расчета θσσ ,, rW  с учетом 

зависимостей WW ′′′,  запишутся в виде 
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( ) +−













+













 ′
−+ ∗∗

2
0

0
2

0

2 ttchyABy
D
D

D
Vk αα  

( ) ( ) ;cossin 21
0

0
2

0

2
21

0

0
2

0

2







−











−

′
++−














+













 ′
++ ∗∗ ttyAy

D
D

D
VkttyAy

D
D

D
Vk ββββ            (31) 

( )






+−













+













 ′
−=







 ∗∗
2

0

0
2

0

2
0

2
1

0

3 ttshZBAz
D
D

D
VkDkBR αα

σ
σθ  

( )+−













+













 ′
−+ ∗∗

2
0

0
2

0

2 ttchzABz
D
D

D
Vk αα  

( ) ( ) ,cossin 21
0

0
2

0

2
21

0

0
2

0

2







−











−

′
++−














+













 ′
++ ∗∗ ttzAz

D
D

D
VkttzAz

D
D

D
Vk ββββ         (32) 

где 

;sin0 ntD =  ;
sin
cos

0

0
nt
ntn

D
D

=
′

 ;
2

cossin
n

ntntCntV −+
=

∗
 ;21

0

0
2

0













+

′
−= ∗q

D
D

D
Vy ;21

0

0
2

0













+

′
−= s

D
D

D
Vz  

−= iBB1  постоянная, зависимая от форм колебаний при .ik  

 
Характер изменения функций θσσ ,, rW , вы-

раженных через переменную ,1 2t−=ρ  пред 

ставлен посредством нормированных графиков 
для первых трех собственных частот пластинки 
(рис.4).  
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Рис.4. Прогибы W  и напряжения θσσ ,r  вдоль радиуса пластинки при ее колебаниях на первых трех 
собственных частотах 



Акустические приборы и системы                   75 

 
Из графиков для rσ  и θσ  заключаем, что 

максимальные нормальные напряжения 1=rσ  
действуют по окружности жесткого закрепления 
( 1,0=ρ ) и поэтому это место является наибо-
лее опасным с точки зрения усталостной проч-
ности пластинки при ее продолжительных резо-
нансных колебаниях в качестве активного аку-
стического элемента. Представляется необхо-
димым в связи с этим дать схему оценки рабо-
тоспособности подобной колебательной систе-
мы, установив предельно допустимые амплиту-
ды колебаний.   

Ввиду того, что каждая точка опасного сече-
ния 1,0=ρ  находится в условиях плоского на-
пряженного состояния (ПНС), т.е. каждое из 
главных напряжений 1σσ =r  и 2σσθ =  отлично 
от нуля, то для сравнения действующих в этом 
сечении напряжений 1σ  и 2σ  с табличным пре-
делом выносливости 1−σ , экспериментально 
получены при одноосном нагружении, напри-
мер, при простом циклическом изгибе ( 02 =σ ), 
необходимо заменить ПНС некоторым эквива-
лентным одноосным. Такая замена производит-
ся при помощи различных гипотез прочности [5], 
наиболее употребительной из которых является 
гипотеза Генки-Мизеса, которая удовлетвори-
тельно подтверждается для большинства тра-
диционных конструкционных материалов. Со-
гласно этой гипотезе для ПНС получим 

θθ σσσσσσσσσ rrэкв −+=−+= 22
21

2
2

2
1  

откуда следует, что при колебаниях пластинки 
необходимо обеспечить выполнение условия 

1
21 −≤−+ σσ mmr . ( )rm σσθ /=                   (33) 

Рассмотрим последовательно случаи собст-
венных (резонансных) колебаний пластинки на 
трех различных формах, соответствующих най-
денным значениям ik . Предположим, что при 
работе контролируется амплитуда iW0  колеба-

ний свободного края пластинки ( )5,0=ρ . Со-
гласно (30) вычислим при 5,0=ρ  для каждого 
из ik  ( )3,2,1=i  

906,53101 ⋅= BW (мм); 298,288202 ⋅= BW (мм); 

561,805303 ⋅= BW (мм), 

откуда соответственно получим 

;906,53/101 WB = ;298,288/202 WB =  

.561,805/303 WB =  

Согласно (31) и (32) учитывая, что iRR =  
вычисляем ( )irσ  и ( )iθσ  при 1,0=ρ  для первой 

формы ( 1kki = ) 
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для второй формы ( 2kki = ) 
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для третьей формы ( 3kki = ) 

( ) ;7481,154610246,1 30
3

06
3

3

0 W
R

B
Rr

σσ
σ =⋅=  

( ) ;8448435,50710091,4 30
3

05
3

3

0 W
R

B
R

σσσθ =⋅=  

.3283306,03 =m  

Поскольку, как видно из результатов вычис-
лений для трех форм колебаний отношение 

328,0/ == rm σσθ  неизменно, то условие (33) 
запишется в виде  

( ) ,883,0 1−≤σσ ir                                                 (34) 

где  

( ) ( )
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0 i
i

i
ir C

R
W

σσ =  ( ) ;6,1131 ==iC  ( ) ;18,5772 −==iC  

( ) .75,15463 ==iC  

Предельно допустимые амплитуды ( )iW0 , 
контролируемые на свободном крае пластинки, 
устанавливаются согласно (34) из условия 

( ) ,132,1
0

1
0 σ

σ−≤
i

i
i C

RW                                           (35) 

в котором радиус iR  вычисляется из последне-
го выражения соотношений  системы (14) при 
соответствующем значении ik и заданной рабо-
чей частоте f . 
 
 
 



76              Электроника и связь 6’ 2012 

Пример. Пластинка толщиной 
( )ρ−= 10RHh  изготовлена из титанового спла-

ва ( =E 1,1·105 Мпа, =γ 4,5·10-6 кг/мм3, 
=−1σ 340 МПа, =ν 1/3). 
Если частота =f 104 1/сек=10 кГц, при кото-

рой пластинка должна работать в резонансном 
режиме, например, по второй собственной 
форме ( 8728,192 =k ), то из (14) получим 

0539,48 HR =  (мм). Из приведенной выше 

формулы для 0σ  следует 0
2

0 10687,154 H⋅=σ  
(МПа). Правая часть условия (35) будет равна 

0
2 /10209244,0 H−⋅ . Пусть задана величина 

внутреннего радиуса ( ) =1,0R =01R 2,25 мм, то-

гда из соотношения ( )001 539,481,01,0 HRR ⋅==  

получим .21487,00 =H  Наружный радиус при 
этом будет ( ) == 2/5,0 RR 11,25 мм. Толщина в 
месте закрепления ( )1,0=ρ  =⋅= 9,0001 RHh 4,35 
мм, толщина на свободном крае 

=⋅= 5,0005 RHh 2,42 мм (рис.5). Условие (35) 
дает 0045,00 ≤W  мм.  

 

ммh 42,205 =

ммh 35,401 =

кГцf 10=

 

Рис.5. Размеры пластинки из Тi-сплава заделан-
ной по ø4,5 мм, работающей по II форме колеба-

ний 
Таким образом, титановая пластинка, изго-

товленная по приведенным резонансным раз-
мерам и работающая на второй форме при час-
тоте 10 кГц должна иметь амплитуды колебаний 
свободного края не более 4,5 мкм. Аналогичным 
образом устанавливаются предельные ампли-
туды и резонансные геометрические параметры 
пластинок, предназначенных для работы при 
иных формах колебаний, иных частотах нагру-
жения и изготовленных из иных конструкцион-
ных материалов.   

 
 
 
 
 
 
 

Выводы 

1. Решена задача о колебаниях круглой 
пластинки линейно-переменной толщины мето-
дом симметрий. Приведены частотное уравне-
ние и уравнение форм собственных колебаний.  

2. Подтверждена эффективность метода на 
примере вычисления первых трех частот и по-
строения соответствующих им собственных 
форм колебаний. 

3. Приведен алгоритм применения метода 
для пластинок, толщина которых может изме-
няться по закону, отличному от линейно-
переменного, который рассмотрен в работе.  

4. Выполнен анализ напряженно-
деформированного состояния. Приведены со-
ответствующие графики перемещений и нор-
мальных напряжений. 

5. Предложена схема оценки долговечности 
и эксплуатационного ресурса пластинки  при ее 
возможном использовании в качестве активного 
элемента резонансных технологических уст-
ройств.  
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УДК 534.8 

Метод симетрії при коливаннях кругових пластинок зі змінною 
товщиною 

К.О. Трапезон, канд. техн. наук, 
Національний технічний університет України “Київський політехнічний інститут”, 
пр. Перемоги, 37, Київ-56, 03056, Україна. 

 
Розв’язано задачу про коливання круглої пластинки з лінійним законом зміни товщини на 

основі використання методу симетрій. Наведено частотні рівняння та рівняння форм влас-
них коливань. Виконано аналіз напружено-деформованого стану пластинки змінної товщини. 
Запропоновано схему оцінки довговічності та експлуатаційного ресурсу пластинки за умови 
її можливого використання в якості активного акустичного елементу резонансних пристроїв. 
Бібл. 7, рис. 5, табл. 1. 

Ключові слова: симетрія, коливання, пластинка, змінна товщина, рівняння частот, форма 
коливань, резонанс. 

 
 

Method of symmetries at the vibrations of circular plates of variable 
thickness 

K.A. Trapezon 
National Technical University of Ukraine 'Kyiv Polytechnic Institute', 
pr. Peremogy, 37, Kyiv-56, 03056, Ukraine. 

 
A task is decided about the vibrations of round plate of arcwise-variable thickness by the 

method of symmetries. Frequency equalizations over and equalizations of forms of native are 
brought. The analysis of the tensely-deformed state of plate of variable thickness is executed. The 
chart of estimation of longevity and operating resource of plate is offered at her possible using as 
an active acoustic element of resonant devices. Reference 7, figures 5, tables 1. 

Key words: symmetry, vibrations, plate, variable thickness, frequency equation, mode shape, 
resonance.  
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