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В статье предложено использование ме-

тодов спектральной теории графов для 
оценки структурной сложности децентрали-
зованных телекоммуникационных сетей 
специальных систем управления, путем ис-
следования статистических свойств, кото-
рые характеризуют поведение сети и про-
гнозируют ее поведение при изменении 
структурных свойств. Для нахождения спек-
тра матрицы смежности графа телекоммуни-
кационной сети, предложено использование 
прямого метода с решением СЛАУ методом 
секущих. Показано, что прямой метод на ос-
нове метода секущих имеет хорошую схо-
димость и позволяет определить прибли-
женное решение за конечное число итера-
ций. Предложенный показатель сложности 
сети есть инвариантным, и может быть ис-
пользован при решении задач проверки 
изоморфизма графов, разделения графов на 
кластеры и т.д. Библ. 10, рис. 3  
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Постановка проблемы 

Наиболее перспективным направлением ис-
пользования современных сетевых технологий 
в составе специальных систем управления 
сложных информационных систем является ис-
пользование телекоммуникационных сетей 
(ТКС), построенных по mesh-топологии. Mesh-
сети являются оптимальным решением для 
поддержания работы оперативных служб и под-
разделений тактического звена в экстремаль-
ных ситуациях, во время выполнения специаль-
ных заданий. Высокая надежность такой сети 

обусловлена отсутствием общего центра 
управления, который может выйти из строя в 
результате разрушающих внешних и внутрен-
них воздействий. Mesh-сети имеют возможность 
автоматически определять отключение или вы-
ход из строя отдельных элементов, при этом 
осуществляется мгновенное перенаправление 
трафика в обход поврежденных участков по 
свободным каналах связи. Пропускная способ-
ность таких сетей составляет до десятков 
Мбит/с и позволяет их использовать для трафи-
ко-емкостных приложений, таких как передача 
потокового видео. А такие дополнительные 
возможности, как определение местонахожде-
ния абонентских устройств относительно мар-
шрутизаторов сети, дают возможность рассмат-
ривать децентрализованные сети как основу 
АСУ таких подразделений и служб. 

Требования, которые выдвигаются к таким 
системам, а именно: автоматическое разверты-
вание системы за ограниченное время; высокая 
пропускная способность каналов связи для 
обеспечения работоспособности системы ви-
деонаблюдения; возможность использования 
конечного оборудования для нахождения места 
расположения абонентских устройств, а также 
для аудио и видео фиксации событий, которые 
происходят на месте дислокации; повышают ак-
туальность вопросов связанных с обеспечением 
высокой живучести систем, которая гарантирует 
ее работоспособность в случае выхода из строя 
нескольких узлов. 

Подходы, реализуемые для оценки живуче-
сти таких систем, рассматривают структурную 
сложность сети как существенный признак 
влияющий на ее показатели [1]. В настоящее 
время наиболее актуальным направлением яв-
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ляется разработка методов анализа графов с 
изменяемой во времени структурой.  

В рамках такого направления наиболее зна-
чимыми являются задачи определения про-
странства состояний графа, которое помогает 
ввести представление об устойчивости измене-
ний структуры графа во времени (графовых 
траекторий) по отношению к малым возмуще-
ниям, а именно: задача определения в графе 
подграфа, который не меняется или незначи-
тельно меняется во времени; задача о сохране-
нии кластера, т.е. выделение группы узлов, ко-
торые при изменении структуры графа остаются 
в составе своего кластера и т.д. 

Обзор последних исследований и публика-
ций 

Из анализа литературы следует, что задачи, 
основанные на понятии «структурная слож-
ность», можно разделить на два направления: 
декомпозиция задач большой размерности и 
структурная композиция. В первом классе задач 
ставятся цели анализа системы, разрабатыва-
ется аксиоматика сложности, находится крите-
рий сложности, на основе которого проводится 
декомпозиция систем. Во втором классе задач 
необходимо сконструировать систему из неко-
торого набора типовых элементов таким обра-
зом, чтобы структурная сложность результата 
композиции не превышала допустимую величи-
ну. 

Для указанных классов задач общим явля-
ется то, что существуют общие подходы к вы-
числению значений локальных свойств и связи 
их с глобальными характеристиками графа.  

В работах [1-8] показано, что теория спек-
трального анализа, применимая к графам опе-
рирует инвариантами, как наиболее показа-
тельными характеристиками графов пригодны-
ми для проверки изоморфизма разных видов 
графов. Класс графов может быть разбит на 
подклассы на основе его структурных характе-
ристик. Некоторые инварианты неприменимы 
для определения изоморфизма графов, обла-
дающих определенными свойствами. Напри-
мер, векторы степеней не могут быть использо-
ваны для вычисления изоморфизма однород-
ных графов, в которых степень всех вершин од-
на и та же [5]. Поэтому авторы решают задачу 
нахождения эффективного инварианта для оп-
ределения изоморфизма графов, обладающих 
определенными структурными характеристика-
ми.  

В работе [8] для описания фрагмента графа 
используют «топологический индекс» опреде-
ляемый по всем связным компонентам, полу-

чаемым путем удаления из фрагмента графа 
вершин и инцидентных им ребер. 

В работе [9] рассмотрена схема расположе-
ния фрагментов графа при помощи метрических 
и цепных инвариантов, построенных на основе 
различных расстояний. Значения инварианта 
фрагмента вычисляются на единой структуре 
исходного графа либо с разделением графа на 
части. 

В работе [2] предложено решение проблемы 
разделения графа, которая относится к классу  
NP-полных задач. Для этого автор также пред-
лагает использовать спектральные методы раз-
деления. Однако эти методы имеют высокую 
вычислительную сложность, так как требуют 
расчета собственного вектора, соответствую-
щего второму (меньшему) собственному значе-
нию (Fiedler-вектор) матрицы Лапласа. Время 
выполнения спектральных методов может быть 
уменьшено, если вычисление Fiedler-вектора 
реализовать, используя многоуровневый алго-
ритм, который может ускорять процедуру раз-
деления на порядок без потерь в качестве раз-
делителя.  

В работе [3] предложено для структурной 
идентификации больших случайных сетей ис-
пользовать случайные графы с нелинейным 
правилом предпочтительного связывания, яв-
ляющиеся обобщением графов Барабаши-
Альберт [4]. При этом решается задача выявле-
ния и формализованного описания механизма 
генезиса сети, определяющего ее основные ка-
чественные характеристики. Однако, генерация 
случайного графа сети, моделирующего ее то-
пологию, с применением спектральных методов 
не рассматривается.  

Целью работы является определение коли-
чественной меры оценки структурной сложности 
орграфов для  последующей их кластеризации. 
По изменениям значений параметра сложности 
можно отслеживать динамику изменения струк-
туры для заданного промежутка времени и оп-
ределять тенденции изменения сложности 
структуры.   

Изложение основного материала 

Сложность ТКС увеличивается с ростом 
числа составляющих ее элементов – узлов и 
ребер. Для связной сети число ребер не может 
быть меньше числа узлов без единицы, а связ-
ные сети максимальной однородности при чис-
ле узлов, большем двух, представляют кольца с 
числом узлов, равным числу ребер. Анализ 
структурных свойств ТКС на графе неизбежно 
приобретает топологический характер − пред-
полагающий использование ряда характери-
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стик, определяющих количественную меру то-
пологии ТКС [1]. Для неориентированной сети в 
качестве показателя сложности можно исполь-
зовать показатель однородности ее элементов, 
определяемый с помощью числовых инвариан-
тов. 

Исходя из позиций теории графов [4], в роли 
основных показателей связности графа могут 
выступать следующие параметры: плотность 
графа, хроматическое число графа, число ком-
понент, число Хадвигера для графа, число ос-
товых деревьев, содержащихся в графе струк-
туры ТКС и др. Все они являются неполными 
инвариантами графа, т.е. не определяют граф с 
точностью до изоморфизма.  

Сравнивая показатель связности для кон-
кретной сети с заданным числом узлов n  и ре-
бер m  с показателем максимально однородной 
сети с таким же числом элементов, можно оп-
ределить насколько данная сеть отличается от 
наименее сложной сети. Сложность сети зави-
сит не только от числа элементов, но и от их 
взаимосвязей, которую можно охарактеризовать 
через разность числа ребер и числа узлов 
l m n= − . 

Формулировка задачи исследования 

Числа n21 ,...,, λλλ , являющиеся решениями 
характеристического уравнения 0|I*А| =− λ  , 
где I  – единичная матрица размерности n , на-
зываются характеристическими (собственными) 
значениями матрицы А . Соответствующие ка-
ждому n,...,1і,і =λ  ненулевые вектора iX , 
удовлетворяющие системе:  

n,...1i,0X)I*A( i
i ==− λ ,  (1) 

называются собственными векторами или спек-
тром матрицы А . 

Система (1) – однородная система линей-
ных алгебраических уравнений имеет ненуле-
вое решение iX  тогда и только тогда, когда оп-
ределитель матрицы системы равен нулю, т.е. 
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Необходимо на основе анализа вектора 
собственных значений матрицы А , определить 
структурную сложность графа. 

Из спектральной теории графов известно, 
что наиболее важные спектры графов можно 
описать с помощью корней характеристического  

полинома матрицы смежности. Так, структурную 
сложность графа ТКС можно оценить числом 

)G(t  [1], которое связано с коэффициентами 
многочлена )(СG λ , получаемого путем развер-
тывания (2) к характеристическому уравнению 
вида: 

0
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выраженного в терминах «древовидной» структуры 
мультиграфа G . Если G – мультиграф с вершина-
ми n,...,2,1  и )G(t  обозначает число остовых де-
ревьев, содержащихся в G , то 

jС)G(t = ,  (4) 

где C  – матрица Кирхгофа графа, определяе-
мая как разница двух матриц: ADC −= , где D – 
матрица размерности nn × , в которой элемен-
ты на главной диагонали j,id  равны количеству 

инцидентных вершин графа для всех 
}n,...,2,1{j,і ∈ . 

Если G  принадлежит конечному множеству 
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Пусть n21 ,...,, µµµ – собственные значения 

матрицы C . Так как 0DAcn =−= , то следует, 

что )G(Sp0 C∈ , где )G(SpC – полный спектр 
(след) графа G . Пусть, далее 0n =µ . Тогда 

∏
−

=
−

− =−
1n

1i
і1n

1n c)1( µ , из (1) получаем 

∏
−

=
=

1n

1i
in

1)G(t µ  

Если граф G  связен, то 0)G(t > , т.е. 0i ≠µ  
для 1n,...,2,1r −= . Это доказывает то, что если 
G – связный мультиграф, то 
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.
n
1)G(t ∏= µ Причем µ  принимает все отлич-

ные от нуля собственные значения матрицы 
ADС −= .  

Для любого регулярного мультиграфа G  
степени r  

),r(P
n
1)r(

n
1)G(t G

n

2i
i =−= ∏

=
λ  (7) 

где iλ – собственные значения мультиграфа G , 

)r(PG – его характеристический полином. 

Пример. Пусть G  – мультиграф, содержащий n  
вершин с положительными валентностями 

n1 d,...,d  (рис. 1). Тогда сложность графа G  мо-
жет быть определена по формуле 
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где m  и vλ  – соответственно число ребер и Q –
 собственное значения графа G  (Fiedler-
значение). 

Определим обыкновенный спектр 
)G(SpP графа G .  

 

 
Рис. 1. Граф сети 

Для этого рассмотрим множество n  неоп-
ределенных переменных kx , находящееся в 
(1,1)-соответствии с множеством вершин 

)n,...,2,1k(k =  заданного графа )U,X(G . Най-
дем значения kx , которые удовлетворяют сис-
теме однородных линейных уравнений (1): 

Ахx =λ , где )a(А ik= – матрица смежности 
графа G , а x – вектор столбец с элементами 

)Xk(xk ∈ . 
Матрица смежности А  и матрица Кирхгофа 

С  графа (рис. 1) имеет следующий вид: 
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Рассмотрим схему алгоритма одного из 
возможных вариантов прямого метода вычис-
ления собственных значений матрицы смежно-
сти (рис. 2). 

 
Рис. 2. Алгоритм расчета собственных значений 
матрицы смежности  
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Определим собственные значения при по-
мощи прямого метода [10]. На первом этапе по-
лучим характеристическое уравнение в анали-
тическом виде или определим алгоритм вычис-
ления левой части системы уравнений (2). На 
втором этапе решим характеристическое урав-
нение одним из численных методов. 

В основном блоке (блок 1) задается размер 
квадратной матрицы , два начальных прибли-
жения X,X0  к одному из собственных значений 
матрицы, допустимую погрешность решения 
характеристического уравнения E . 

Затем, определяются численные значения 
элементов исходной матрицы смежности (блок 
2). После инициализации значений матрицы  
смежностей, обратимся к подпрограмме метода 
секущих (блок 3) для решения характеристиче-
ского уравнения.  В качестве блока 3 можно ис-
пользовать любой другой численный метод ре-
шения СЛАУ (метод хорд, метод касательных, 
метод простых итераций). 

В блоке 3 реализуется подпрограмма вы-
числения левой части характеристического 
уравнения. 

Однако, спектр графа не является полным 
инвариантом, а задача определения структур-
ной сложности тем сложнее, чем больше крат 

ность собственных значений спектра матрицы 
графа. Все известные алгоритмы в ходе своей 
работы понижают кратность собственных зна-
чений и позволяют дать решение в том случае, 
если в результате последовательных согласо-
ванных возмущений матриц смежности их спек-
тры, оставаясь равными на каждой итерации, 
могут стать простыми, то есть кратность каждо-
го собственного значения будет равна единице. 

Характеристический полином матрицы Кирх-
гофа имеет вид: 
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При помощи алгоритма рис. 2 были опреде-
лены действительные корни кратности 1 харак-
теристического уравнения : 
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 Показатель структурной сложности графа определим как : 
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Рис.3. Зависимость сходимости метода определения корней характеристического уравнения от коли-
чества итераций.  

На рис.3 показана сходимость алгоритма 
прямого метода определения корней уравне-
ния. Рис 3а-3ж показывают сходимость метода 
при определении собственных значений 

654321 ,,,,, λλλλλλ , соответственно.  
Анализ результатов показывает, что прямой 

метод на основе метода секущих позволяет оп-
ределить приближенное решение за конечное 
число итераций.  

Выводы 

Для нахождения спектра матрицы смежно-
сти графа ТКС предложено использование пря-
мого метода с решением СЛАУ методом секу-
щих. Показано, что прямой метод на основе ме-
тода секущих имеет хорошую сходимость и по-
зволяет определить приближенное решение за 
конечное число итераций. Предложенный пока-
затель сложности сети есть инвариантным и 
может быть использован при решении задач 

проверки изоморфизма графов, разделения 
графов на кластеры и т.д.. Приведенные проце-
дуры оценки топологии структуры сети по кри-
териям сложность, производительность, отказо-
устойчивость в ТКС, базируются на спектраль-
ной теории графов.  

Рассмотренные соотношения позволяют 
сделать заключение о пригодности той или иной 
топологической структуры для решения кон-
кретных задач. Особенно эффективным приме-
нение спектрального метода оказывается для 
класса регулярных графов. 
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В статті запропоновано використання методів спектральної теорії графів для оцінки 

структурної складності децентралізованих телекомунікаційних мереж спеціальних систем 
управління, шляхом дослідження статистичних властивостей, що характеризують поведінку 
мережі і прогнозують її поведінку при зміні структурних властивостей. Для знаходження 
спектру матриці суміжності графа телекомунікаційної мережі запропоновано використання 
прямого методу з рішенням системи лінійних алгебраїчних рівнянь методом січних. Показа-
но, що прямий метод на основі методу січних має гарну збіжність і дозволяє визначити при-
близне рішення за кінцеву кількість ітерацій. Запропонований показник складності мережі є 
інваріантним і може бути використаний при розв’язку задач перевірки ізоморфізму графів, 
розбиття графів на кластери тощо. Бібл. 10, рис. 3 

Ключові слова: структурна складність мережі, ізоморфізм, спектр графу, інваріанти графа, 
власні значення, збіжність методу.  
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In the article the use of methods of spectral theory of the graphs is offered for the estimation of 

structural complication of decentralizing TCNS of special control system, by research of statistical 
properties which characterize the conduct of network and forecast its conduct at the change of 
structural properties. For finding of spectrum of adjacency of count of TCN matrix the use of direct 
method is offered with the decision of the system of linear equalizations of algebra by the method 
of secant. It is rotined that a direct method on the basis of method of secant has beautiful 
convergence and allows to define an approximate decision for the eventual amount of iterations. 
The offered index of complication of network is invariant and can be used for the decision of tasks 
of verification of isomorphism of counts, laying  out of counts, on clusters and others like that. 
Reference 10, figures 3 

Keywords: structural complication of network, isomorphism, spectrum of count, invariants of count, 
own values, convergence of method. 
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