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Метод факторизации при решении задач на собственные  
значения 

Дано развитие аналитического метода 
факторизации при решении задач на собст-
венные значения для дифференциального 
уравнения второго порядка с переменными 
коэффициентами. Метод позволяет найти 
ряд точных решений задачи о колебаниях 
стержней переменного сечения как активных 
элементов ультразвуковых систем общего 
назначения. Найдены все те геометрические 
конфигурации стержней переменного сече-
ния, при которых осуществима реализация 
метода и на основе чего возможно дальней-
шее развитие теоретических основ проекти-
рования и расчета резонансных акустиче-
ских систем.   

Development of analytical method of fac-
torization is given at the decision of tasks on 
own values for differential equalization the sec-
ond order with variable coefficients. The 
method allows to find exact decisions of task 
about the vibrations of row of bars of variable 
section, as active elements of ultrasonic sys-
tems of the general setting. All those geometri-
cal configurations of bars of variable section at 
which method realization, on the basis of what 
probably further development of theoretical 
bases of designing and calculation of resonant 
acoustic systems is realizable are found. 

Ключевые слова: факторизация, форма 
колебаний, частота колебаний, стержень, 
концентратор, колебательная система.  

Введение 

Конструктивные упругие элементы в виде 
стержней, балок, дисков, пластинок переменной 
жесткости широко применяются в технических 
устройствах различных областей науки и техни-
ки � машиностроении,  строительстве, атомной 
энергетике, нефтяной промышленности, меди-
цине. Отдельный интерес представляют стерж-
невые элементы переменного сечения, которые 
применяются, например, в ультразвуковых уст-
ройствах медицинского назначения [1,2]. В по-
добных устройствах стержень-концентратор, 
(рис.1) являясь согласующим рабочим звеном 
между ультразвуковым преобразователем и на-
грузкой, определяет эффективность проведе-

ния соответствующих операционных действий 
(например при соединении или резке биологи-
ческих тканей разной структуры) [2].  

 
Рис.1. Разновидности медицинских инструментов 
как стержней переменного сечения  

В данном случае, исходя из специфических 
медицинских требований возникает резонный 
вопрос о длительности воздействия ультразву-
ка, проходящего через стержень, уровне интен-
сивности его колебаний и точности воздействия 
рабочего инструмента на объект операции [3]. 
Подобные требования и вопросы полностью 
связаны с общей проблемой эффективности 
использования стержней переменного сечения 
в ультразвуковых устройствах, которая в свою 
очередь напрямую связана с выбором профиля 
стержня. Профиль стержня, определяемый за-
коном изменения площади его поперечного се-
чения вдоль длины, выбирается исходя из ре-
шения соответствующей краевой задачи и ее 
анализа (вычисления собственных частот, по-
строения собственных форм колебаний, опре-
деления местоположения узлов и пучностей 
для перемещений и напряжений). Как следует 
из многочисленных литературных источников, 
многие исследователи решение подобной зада-
чи для стержня переменного сечения пытаются 
найти при помощи различных численных мето-
дов, среди которых наиболее популярным яв-
ляется метод конечных элементов [4,5]. При 
этом некоторые авторы для облегчения поиска 
эффективных профилей используют разнооб-
разное программное обеспечение – ANSYS [4-
6], ACELAN [7]. Как показывает практика, ука-
занные программы обладают рядом недостат-
ков и ограничений для задач на собственные 
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значения [8]. Кроме этого, собственно метод ко-
нечных элементов не позволяет найти точное 
аналитическое решение поставленной задачи, 
приближение к результатам которой требует 
значительного количества затрат времени и 
пробных попыток.  

Целью статьи является обобщение метода 
факторизации при решении задач на собствен-
ные значения для дифференциального уравне-
ния второго порядка с переменными коэффици-
ентами. Это позволит для установленных про-
филей стержня, подчиняющихся методу факто-
ризации, упростить поиск решения соответст-
вующего дифференциального уравнения и точ-
ного решения краевой задачи. Отметим, что ча-
стные модификации метода факторизации  ис-
пользуются при решении задач теории упруго-
сти [9], задач статистической теории связи, тео-
рии теплопроводности,   электродинамики [4,10-
12].   

Состояние проблемы и постановка задачи 
Уравнение собственных форм продольных 

гармонических колебаний стержня переменного 
сечения имеет вид: 

+ + =2''' ' 0FW W k W
F

  (1) 

где = ( )W W x  - перемещение поперечного се-
чения стержня вдоль его продольной оси; 
= / /x X  - относительная (безразмерная) коор-

дината сечения; X  - абсолютная координата; I  
- длина стержня; F  - площадь поперечного се-

чения стержня, как тела вращения; ω
=

Ik
c

 - 

частотный параметр (собственное значение); 
ω π= 2 f  - круговая собственная частота коле-
баний стержня, f  - циклическая частота коле-
баний; 

ρ=c EI  - скорость распространения продоль-
ной волны в стержне, E  - модуль Юнга, ρ  - 
плотность материала стержня; 

Штрихи обозначают производные по относи-
тельной переменной x . 

Уравнение (1) совместно с однородными 
граничными (краевыми) условиями, вытекаю-
щими из способа закрепления стержня на кон-
цах = 0x  и = 1x , представляет собой подле-
жащую решению краевую задачу. Например, 
если стержень не закреплен и концы его сво-
бодны, то граничные условия задачи должны 
быть записаны в виде ′ ′= =(0) (1) 0W W . Если 
найдено нетривиальное общее решение 

≠( ) 0W x  уравнения (1), то удовлетворив при 
помощи этого решения граничным условиям, 

найдем частные решения = …( 0,1,2, )iW i , удов-
летворяющие этим граничным условиям только 
при вполне определенных значениях чисел ik  
Таким образом, математическое содержание 
задачи на собственные значения заключается в 
отыскании iW  (собственных функций) и ik  (соб-
ственных значений). Очевидно, что в случае 
уравнения (1) основная трудность заключается 
в поиске точных решений этого уравнения при 
различном законе изменения переменного ко-
эффициента ( )F x . 

Рациональный выбор геометрической кон-
фигурации стержня заключается в выборе зако-
на = ( )F F x  таким образом, чтобы интенсив-
ность колебаний на его свободном конце (в об-
ласти взаимодействия с нагрузкой) лежала в 
некоторых пределах или была бы как можно 
большей. Как показывает анализ литературных 
источников [13-15], набор используемых для 
этой цели функций ( )F x  является незначитель-
ным и в основном ограничен случаями, описан-
ными в работах [16,17]. Расширение ряда ( )F x , 
при которых возможно получить точное реше-
ние уравнения (1) без использования прибли-
женных или численных методов � метода ко-
нечных элементов или метода припасовывания 
на основе кусочно-линейной аппроксимации 
[18,19], является важной задачей прикладной 
акустики.  

Интерпретация метода факторизации для 
дифференциального уравнения второго по-
рядка 

Запишем уравнение (1) в виде 

( )[ ] ,0' 22 =−+− WkAALLW    (2) 

где ′= = = +1/2/ , , dA D D D F L A
dx

  

Если положить 

,const' 22 ==+ αAA   (3) 
то уравнение (2) можно представить в опера-
торной форме 

,01221 == WLLWLL    (4) 
где  

;22
1 kA

dx
dL −++= α

 

.22
2 kA

dx
dL −−+= α
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Из условия (4) следует, что результат дей-
ствия операторов 1L  и 2L , благодаря свойству 
их коммутативности, что легко проверяется рас-
крытием (4), позволяет записать общее реше-
ние уравнения (4) как сумму решений 1W  и 2W  
уравнений 

011 =WL  и .022 =WL  
Таким образом, при выполнении условия (3) 

решение базового уравнения второго порядка 
(1) может быть представлено суммой решений 
2-х уравнений первого порядка вида 










=





 −−+

=





 −++

,0'

;0'

2
22

2

1
22

1

WkAW

WkAW

α

α

   (5) 
т.е.  

,** 2211 WBWBW +=     (6)  

где * *
1 2,B B  произвольные постоянные.  

Очевидно, что уравнения (5) легко интегри-
руются в замкнутом виде. 

Следствия и примеры реализации метода 

Из первого уравнения системы (5) получим 

,
22

1
xkeDW −−= α

 
а из второго соответственно 

,
22

2
xkeDW −= α

 
поэтому общее решение (6) будет иметь вид 

.**1 2222
21 








+= −−− xkxk eBeB

D
W αα

   (7) 
 

Таблица 1. Общие решения уравнения (1) на основе метода факторизации    

Профиль стержня 
( ) ( )xDxF =  

Решение ( )xW  

xCC 21 +  [ ]kxBkxA
xCC

W cossin1
11

21
+

+
=

 

xCxC αα cossin 21 +  












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
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+
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1
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Поскольку из физических соображений чис-
ло 2k  может быть сколь угодно большим, что 
соответствует математической стороне задач 
на собственные значения, т.е. в любом случае 

α>2 2k  то частные решения 1W  и 2W , следует 

записать в виде α− −=
2 2

1
1 i k xW e
D

, 

α−=
2 2

2
1 i k xW e
D

, а общее решение (7) в силу 

этого можно и следует выразить через тригоно-
метрические функции, т.е. 

,cossin1 22
2

22
1 











 −+






 −= αα kxBkxB

D
W

  (8) 
где 1 2,B B  - произвольные постоянные. 

Остается определить все те значения функ-
ции = 2( ) ( )F x D x  при которых реализуется ус-
ловие (3), а следовательно, и метод факториза-
ции. Из (3) следует линейное уравнение с по-
стоянными коэффициентами известного типа 

,0'' 2 =− DD α  
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вид решений которого зависит от произвольной 
постоянной α2 . Все решения этого уравнения 
очевидны и имеют вид 















>






+
+

<+
=+

=
−

0
shch

0sincos
0;

2

21

21

2
21

2
21

α
αα

ααα
α

αα

xCxC
eCeC

xCxC
CxC

D
xx

  (9) 
где 1 2,C C  - произвольные постоянные. 

Подстановка результата (9) в (8) дает все 
возможные замкнутые решения уравнения (1) 
для частных случаев 

xxxxexD x ααααα ch;sh;cos;sin;;;const ±=  или 
для их линейных комбинаций согласно (9). 

В таблице 1 приведены все замкнутые ре-
шения уравнения (1), которые получены на ос-
нове метода факторизации. 

Следует отметить, что применение метода 
ограничивается только случаями, вытекающими 
из решений (7) и (8). Удовлетворив граничным 
условиям на концах стержня, можно получить 
соответствующее частотное уравнение из кото-
рого будет определен спектр собственных час-
тот, а при найденных числах ik  ( ),...2,1,0=i  
можно построить функции перемещений iW  и 

при необходимости функции напряжений ′
iW .  

Выводы 

1. Представлена методика решения диффе-
ренциального уравнения форм продольных или 
крутильных колебаний стержня переменного 
сечения, позволяющая для ряда представлен-
ных случаев значительно упростить процедуру 
решения соответствующей краевой задачи. 

2. Получены профили стержней переменно-
го сечения, которые после проведения анализа 
и оценки эффективности их работы можно за-
действовать как базу для дальнейшего разви-
тия теории проектирования и расчета концен-
траторов акустической энергии. 

3. Обобщен и систематизирован подход к 
решению задач на собственные значения с ис-
пользованием принципа факторизации диффе-
ренциальных уравнений второго порядка и по-
казан пример его реализации.         
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