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Неосесимметричные радиальные колебания тонких 
пьезоэлектрических дисков 

В работе предложена методика матема-
тического моделирование неосесимметрич-
ных радиальных колебаний тонких дисков. 
Проведено моделирование нулевого реше-
ния задачи. 

The non axisymmetric radial oscillations of 
the thin piezoelectric disc is calculated in this 
paper. The zero approximation of the solution 
is provided as well. 
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Введение 

В последнее время широкое распростране-
ние в элементах электронных устройств получи-
ли микро электро-мехонические системы 
(МЭМС), применение которых позволяет полу-
чить ряд преимуществ, таких как: минимизация 
размеров элементов, высокая надежность, ма-
лые потери и возможность использования не-
скольких резонаторов в одном чипе [1]. Одной из 
перспективных конструкций МЭМС резонатора, 
широко используемой для проектирования со-
временных информационных является дисковая 
конструкция [1]. Дисковые пьезоэлектрические 
устройства широко применяются в элементах 
информационных систем: в беспроводной связи 
[2, 3, 4, 5], элементах спутниковых систем связи, 
системах глобального позиционирования [6]. 

Анализируя конструкции современных дис-
ковых пьезоэлементов [7, 8, 9, 10], можно заме-
тить что большинство из них имеют несиммет-
ричное расположение электродов на своей по-
верхности (например см. рис. 1 [7]). Такое рас-
положение электродов, а так же крепление 
элементов, вызывает наличие неосесиммет-
ричные колебаний в дисковых резонаторов. При 
анализе частотных характеристик таких 
устройств необходимо учитывать влияние на 
них этих колебаний. 

В ряде работ [11, 12, 13] приведено модели-
рование неосесимметричных колебаний тонких 
дисков покрытых несимметричными электрода-
ми, но использованные при этом модели эле-
ментов отличаются от применяемых в совре-
менных устройствах. В работе [14] есть моде-
лирование неосесимметричных колебаний дис-

кового резонатора, но его недостатком является 
неполный учет пьезоэлектрических свойств ре-
зонатора. 

 
Рис. 1. Модель современных дисковых МЭМС ре-
зонаторов 

Кинематические характеристики неосесим-
метричных радиальных колебаний абсолютно 
точно удается определить только лишь в том 
случае когда материал диска обладает изотро-
пией упругих свойств при этом компоненты век-
тора смещений материальных частиц опреде-
ляются через скалярный потенциал и аксиаль-
ный компонент векторного потенциала. Указан-
ные потенциалы удовлетворяют уравнениям 
Геймгольца, которые являются обыкновенными 
дифференциальными уравнениями. Описание 
неосесимметричных колебаний в пьезоэлектри-
ческом диске предполагает совместное реше-
ние уравнений движения (2 закон Ньютона в 
дифференциальной форме) и уравнений элек-
тродинамики которые сводяться к условию от-
сутствия свободных носителей электричества в 
объеме деформируемого пьезоэлектрика. 
Связь электрических и упругих полей обеспечи-
вается обобщенным законом Гука [15] для упру-
гих сред с пьезоэлектрическим эффектом. 

В этой работе предложена методика мате-
матического моделирования неосесимметрич-
ных радиальных колебаний тонких дисковых 
МЭМС с секторным расположением электров. 

1. Неосесимметричные колебания тонкого 
пьезокерамического диска 

Предположим, что тонкий диск (см. рис. 2), 
размеры которого удовлетворяют сильному не-
равенству h/R<<1, изготовлен из поляризован-
ной по толщине пьезоэлектрической керамики. 
Диск находится в вакууме. На покрытые слоем 
металла (электроды) поверхности диска = ±z h  
от внешнего генератора подается гармонически 
изменяющаяся во времени по закону ωi te , 
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( = − ω1,i  - круговая частота, t – время) раз-

ность электрических потенциалов ω
0

i tU e . Рас-
четы выполнены в радиальной системе коорди-
нат с центром совмещенным с центром диска. 

 
Рис. 2. Расчетная схема тонкого пьезокерамиче-
ского диска 

Рассмотрим неосесимметричные колебания 
тонкого пьезокерамического диска. Уравнения 
движения этого диска будет следующими [15]: 

 ( )ρρ ρϑ ρ
ρρ ϑϑ ρ

∂σ ∂σ ∂σ
+ + + σ − σ + ρ ω =

∂ρ ρ ∂ϑ ∂ ρ
2

0
1 1 0z u

z
(1) 

 ρϑ ϑϑ ϑ
ρϑ ϑ

∂σ ∂σ ∂σ
+ + + σ + ρ ω =

∂ρ ρ ∂ϑ ∂ ρ
2

0
1 2 0z u

z
 (2) 

 ρ ϑ
ρ

∂σ ∂σ ∂σ
+ + + σ + ρ ω =

∂ρ ρ ∂ϑ ∂ ρ
2

0
1 1 0z z zz

z zu
z

 (3) 

Так как рассматриваемый пьезокерамиче-
ский диск тонкий, тесть его высота h  рамного 
меньше его радиуса R , то поверхностные 
напряжения ρσ z  и ϑσ z  должны быть равными 

нулю. Кроме того, так как рассматриваемый 
диск тонкий, можно также приравнять к нулю 
изменение напряжения σzz , тогда смещения 

= 0zu . Тогда уравнение (3) будет всегда равно 
нулю, а (1) и (2) можно записать в следующем 
виде: 
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Радиальный и угловой компонент тензора 
напряжений можно представить следующим 
образом: 
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где -= 2
11 11 13 33( ) /E E Ec c c c ; -= 2

12 12 13 33( ) /E E Ec c c c ; 

-=31 13 33 33 31( ) /E Ee c e c e . 
Радиально – угловой компонент тензора 

напряжений, что входит в формулы (4) и (5) 
можно записать следующим образом: 

 ρϑ ρϑσ = ε662 ,Eс  (7). 

Значения деформаций из уравнений (6) и (7) 
будут:  
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Предположим, что смещения материальных 
частиц диска в радиальном и угловом направ-
лении имеют следующий вид: 
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Подставим (8) и (9) в определение компо-
нентов тензора напряжений и получаем следу-
ющие соотношения:  
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 Подставив соотношения (10) в уравнения 
движения (4) и (5) получаем следующие выра-
жения: 
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Представим (11) в следующем виде: 
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Представим функцию ( )ϑ1F U , находящуюся 
в правой части уравнения (13), в следующем 
виде: 
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Введем замену: 
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тогда (13) можно представить в виде: 

( )ρ ρ
ρ

ϑ

∂ ρ ∂ ρ
ρ + ρ + ρ γρ − ν +

∂ρ∂ρ
+ =

2
2 2 2

2

( ) ( )
( ) ( )

( ) 0

U U
U

nT U

. (14) 

Решать это уравнение предложено методом 
последовательных приближений, то есть если:  
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Сделав похожие замены в выражение (12) 
получаем: 
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Рассмотрим нулевое приближение уравне-
ний (15) и (16). Для этого приравняем правую 
часть этих выражений 0: 
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Решение уравнений (17) и (18) будет: 
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где ν
0A  и µ

0B  - неизвестные константы, которые 

можно определить из граничных условий: 
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Подставив выражения (19) в граничные усло-
вия (20), получим следующую систему уравнений: 
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где ς = 12 11/c c . 
Решив систему (21) получим значения неиз-

вестных констант. Запишем систему уравнений 
(21) в матричном виде: 
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Главный определитель (22) представляет 
собой частотное уравнение позволяющее найти 
резонансные частоты неосесимметричных ра-
диальных колебаний тонкого диска: 
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 ∆ = − =11 22 21 22 0.m m m m  (23) 

А неизвестные константы будут, соответ-
ственно: 

ν = −
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Подставив найденные значения констант 

ν
0A  и µ

0B  в (19) мы получаем нулевое прибли-

жение решения уравнений (15) и (16). 
Первое приближение решения (15) и (16) 

можно найти, подставив найденные значения 

ρ ρ0 ( )U  и ϑ ρ0 ( )U  в правую часть этих уравнений: 

 

( )

ρ ρ

ρ ϑ

∂ ρ ∂ ρ
ρ + ρ +

∂ρ∂ρ

+ ρ γρ − ν = −

2 1 1
2

2

1 2 2 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ).

U U

U nT U

 (24) 

 

( )

ϑ ϑ

ϑ ρ

∂ ρ ∂ ρ
ρ + ρ +

∂ρ∂ρ

+ ρ ρ − µ = −

2 1 1
2

2

1 2 2 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ).

U U

U k nR U

 (25) 

2. Результаты моделирования 

Проведем моделирование нулевого при-
ближения решения (15) для диска выполненно-
го из пьезокерамики типа ЦТС-19 ( ρ = ⋅ 3

0 74 10  

кг/м3, =11 112Ec  ГПа, =12 62Ec  ГПа, =31 106Ec  
ГПа, = −31 8e  Кл/м2, =33 18e  Кл/м2, 

εχ = χ3 01000 , −χ = ⋅ 12
0 8.85 10  Ф/м, добротность 

материала = 100Q ). Геометрические размеры: 
отношение ширины диска к его радиусу предпо-
лагается равным 0,1. 

Смоделируем радиальные смещения частиц 
материала диска с электродами, показанными 
на рис. 1. а), для первых трех резонансных ча-
стот. Для такого диска n=3, то есть: 
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Примем угол ϑ = 0  и отношение радиуса 
диска к его толщине равным 0.1. В табл. 1 при-
ведены значения 3 первых безразмерных резо-
нансных частот для разных n полученные из 
(23). Значения этих частот будем подставлять в 
(26) для получения смещений. 
 

Таблица 1. Резонансные частоты 
n 
γ 

 
0 

 
1 

 
2 

 
3 

1 2.0436 3.0707 1.5405 2.2618 
2 5.3877 5.5900 6.0639 6.6174 
3 8.5710 8.7828 9.2875 9.9188 
Сравним полученные результаты с реаль-

ными значениями частот предложенными в [7] и 
[14]. Относительные частоты первых трех резо-
нансов [7] будут: 2.063, 6.35, 9.537. Заметно, что 
уже при нулевом приближении решения относи-
тельная погрешность решения (для частот n=3) 
будет 9%, 4% и 4%. 

На рис. 3 приведено моделирование ради-
альных смещений для первых 2-х резонансных 
частот, выполненных по (26), в программном 
пакете MathLab. 

 
Рис. 3. Неосесимметричные радиальные смеще-
ния диска 

Выводы 

В работе предложена методика математи-
ческого моделирования неосесимметричных 
радиальных колебаний тонких пьезоэлектриче-
ских дисков на базе метода последовательных 
приближений: то есть когда каждое последую-
щее приближение решения находится через 
предыдущее. 

Установлено что для пьезоэлектрика упругие 
свойства которого эквивалентны (не отличаются) 
от упругих свойств изотропного твердого тела 
наблюдается вполне удовлетворительная и до-
статочная для технических расчетов точность 
определения резонансных частот для первых 
мод неосесимметричных радиальных колебаний. 
За точное значения принимаются значения ре-
зонансных частот, которые были определены 
через потенциалы [14]. Эти значения сравнива-
лись со значениями частот которые были полу-
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чены в результате удовлетворения граничным 
условиям с использованием первого приближе-
ния для компонентов вектора смещения. 
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