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Апроксимативні методи знаходження щільності імовірностей 

Систематизированы методы теоретиче-
ского и экспериментального нахождения 
плотности вероятностей, базирующиеся на 
ее представлении линейной комбинацией 
базисных функций. 

The methods of the theoretical and experi-
mental finding of probability density based on 
its presentation by linear combination of base 
functions  are systematized. 

Вступ 

В різноманітних задачах обробки випадкових 
сигналів найбільш поширеною є модель гауссів-
ських випадкових процесів. Однак в багатьох 
реальних випадках така модель не є адекват-
ною [1]. Зокрема це стосується ехосигналів в 
радіо- та гідролокації [2], флуктуаційних сигналів 
різноманітного походження [3] та ін. Закони роз-
поділу негауссівських сигналів відносно просто 
можуть бути виражені за допомогою характери-
стичних функцій [3, 4], однак знаходження щіль-
ностей імовірностей таких сигналів за форму-
лою обернення в більшості випадків не має точ-
них аналітичних розв’язків. 

При подачі на лінійну систему гауссівських 
випадкових процесів процеси на виході системи 
теж будуть гауссівськими [1, 4], а для негауссів-
ських вхідних процесів можуть відбуватись ефе-
кти нормалізації та денормалізації [5, 6] вихід-
них процесів. Задача точного знаходження 
щільності імовірностей процесів на виході ліній-
ної системи при негауссівських вхідних проце-
сах в теперішній час не розв’язана. 

При проходженні випадкових сигналів через 
нелінійні системи, наприклад через типовий 
тракт виявлення [4], їхній закон розподілу прин-
ципово змінюється. Точні розв’язки задачі зна-
ходження щільності імовірностей випадкових 
процесів на виході нелінійної системи можливі 
за умов, коли нелінійна система є безінерційною 
та має монотонну амплітудну характеристику. 

Таким чином, як при знаходженні щільності 
імовірностей самих випадкових сигналів, так і 
при аналізі результатів їхніх функціональних пе-
ретворень в багатьох випадках необхідно засто-
совувати наближені методи. 

1. Постановка задачі 

Найбільш розповсюдженими наближеними 
методами знаходження щільності імовірностей є 
топографічні та апроксимативні методи. 

Топографічні методи базуються на системах 
розподілів Пірсона [7] або Джонсона [8] та поля-
гають в поданні невідомої щільності імовірностей 
точкою на площині в системі координат ( )β β1 2, ,, 

де β = γ2
1 3 , β = γ +2 4 3 , γk  – k -й кумулянтний кое-

фіцієнт випадкового процесу, що досліджується. 
Топографічні методи запропоновано використо-
вувати [9] при наближених знаходженнях 
щільності імовірностей флуктуаційних сигналів та 
їхніх лінійних перетворень. 

Головним недоліком топографічних методів є 
неможливість врахування моментів, порядок яких 
більше чотирьох, що в багатьох випадках призво-
дить до неоднозначних розв’язків задач наближе-
ного визначення невідомої щільності імовірностей. 

Апроксимативні методи [10, 11] базуються 
на класичних математичних методах [12, 13] 
подання досліджуваної функції ( )f x  за допомо-

гою лінійної комбінації функцій ( )ϕk x , тобто у 
вигляді функціонального ряду 

 ( ) ( )
∞

=
= ϕ∑

0
k k

k
f x c x ,    (1) 

де ( )ϕk x  – деякі прості і достатньо добре до-

сліджені функції, які називаються базисними; kc  

– коефіцієнти розкладу в базисі ( )ϕk x . Класич-
ними прикладами ряду (1) є степеневі і тригоно-
метричні ряди. 

В теорії сигналів і систем методи, які базуються 
на поданні (1), давно використовуються в задачах 
аналізу, синтезу і передачі сигналів [14-16], дослі-
дження систем [17-19], кореляційно-спектрального 
аналізу випадкових процесів [10, 11, 20], дослі-
дження щільності імовірностей [11, 21-23]. 

Сформулюємо задачу знаходження щільності 
імовірностей випадкової величини з використан-
ням подання (1). Нехай ( )Np x  – апроксимація 

неперервної щільності імовірностей ( )p x  част-
ковою сумою ряду (1), тобто 

( ) ( )
=

= ϕ∑
0

N

N k k
k

p x c x ,    (2) 

де ( )ϕk x  – задана система базисних функцій. 

Необхідно визначити коефіцієнти kc  так, щоб 
помилка εN  апроксимації була мінімальною в 

смислі вибраної метрики (відстані) між ( )p x  і 

( )Np x  і прямувала до нуля при →∞N . 
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При використанні подання (1) та апроксима-
ції (2) основними задачами є вибір базисних 
функцій ( )ϕk x , визначення умов існування ко-

ефіцієнтів kc  і способи їх обчислення, збіжність 
ряду і єдиність розв’язку. 

Подання у вигляді (2) широко використо-
вується в теоретичних та експериментальних 
методах знаходження щільності імовірностей 
під різними назвами, що в певній мірі ускладнює 
його практичне застосування. 

Метою даної роботи є систематизація апро-
ксимативних методів подання щільності імовір-
ностей базуючись на методі моментів та методі 
найменших квадратів. 

2. Метод моментів 

Припустимо, що відомі початкові моменти 
αn , = 1,n N , випадкової величини ξ . У цьому 
випадку з використанням (2) неважко отримати 
систему +1N  рівнянь для визначення 
коефіцієнтів kc , = 0,k N , прирівнюючи моменти 

αn  моментам для щільності ( )Np x : 

 i
=

α = α∑
0

N
nkk n

k
c ,    (3) 

де = 0,n N , α =0 1; i ( )
∞

−∞

α = ϕ∫ n
nk kx x dx . 

В загальному випадку рівняння (3) не є лі-
нійними, і складність їх розв’язку суттєво зале-
жить від вибору базисних функцій ( )ϕk x . Крім 
того для деяких базисних функцій апроксимація 
(2) може мати від’ємні значення, що не 
відповідає властивостям щільності імовірностей. 

Поставимо вимогу, щоб виконувались умови: 

1) ( )ϕ ≥ 0k x ;  2) ( )
∞

−∞

ϕ =∫ 1k x dx .      (4) 

Тоді ( )ϕk x  є деякими щільностями 

імовірностей, iα =0 1k , а коефіцієнти kc  задо-
вольняють умовам: 

1) ≥ 0kc ;   2) 
=

=∑
0

1
N

k
k

c .       (5) 

При виконанні умов (4) і (5) формула (2) 
називається кінцевою дискретною сумішшю 
розподілів [24]. Зазвичай приймають всі ( )ϕk x  
одного типу. 

Розглянемо окремий випадок суміші розпо-
ділів, що не потребує розв’язання рівнянь (3). 
Припустимо, що інтервал  практично можливих 
значень випадкової величини ξ  становить 

[ ]min max,x x , тобто { }≤ ξ < ≈min max 1P x x . 

Розіб’ємо цей інтервал на N  інтервалів шири-

ною 
−

Δ = max minx x
x

N
. Введемо функцію 

 ( )

⎧ Δ Δ⎛ ⎤∈ −⎜⎪ ⎥Δ⎪ ⎝ ⎦ϕ = ⎨
Δ Δ⎛ ⎤⎪ ∉ −⎜ ⎥⎪ ⎝ ⎦⎩

1 , , ,
2 2

0, , .
2 2

x xx
x

x
x xx

     (6) 

Визначимо базисні функції ( )ϕk x  наступним 
чином:  

 ( ) ( )ϕ = ϕ −k kx x x ,    (7) 

де 
( )− Δ

= +min
2 1

2k
k x

x x , = 1,k N . 

Тоді апроксимація (2) є сумішшю рівномір-
них розподілів (6)  

 ( ) ( )
=

= ϕ −∑
1

N

N k k
k

p x p x x ,   (8) 

де kp  – імовірність потрапляння значень 
досліджуваної випадкової величини у 
відповідний інтервал, ( )= Δk kp xp x , ( )kp x  – 

значення щільності імовірностей в точці kx . 
В статистиці апроксимація (8) приводить до 

класичної оцінки ( )Np x  невідомої щільності 
імовірностей у вигляді гістограм 

( ) ( )
=

= ϕ −∑
1

N

kN k
k

p x p x x , 

де kp  – частоти потрапляння досліджуваної 
випадкової величини ξ  у відповідний інтервал. 

В загальному випадку в якості вагових 
функцій, що задовольняють умовам (4), можуть 
бути обрані довільні щільності імовірностей. 
Найбільш вивченими сумішами розподілів є 
гауссівські (полігауссівські) суміші розподілів [25, 
26], для яких 

 ( ) ( )⎧ ⎫−⎪ ⎪ϕ = −⎨ ⎬
σ π σ⎪ ⎪⎩ ⎭

2

2
1 exp

2 2
k

k
k k

x m
x .  (9) 

Використання сумішей для побудови 
апроксимації (2) пов’язане з серйозними про-
блемами. Це пояснюється тим, що крім 
коефіцієнтів kc  необхідно знаходити параметри 

базисних функцій. Зокрема, якщо в якості ( )ϕk x  

прийняти функції (9), то при = 2N  кількість 
невідомих дорівнює шести. Крім того, достатньо 
складно знайти помилку апроксимації. 

При використанні сумішей в задачах статис-
тики також виникають суттєві складнощі, які 
пов’язані з отриманням оцінок параметрів суміші 
і аналізом їх властивостей. Тому в статистичних 
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задачах використовують [22] спрощений варіант 
суміші, який має такий вигляд 

 ( ) ( ) ( )=

⎛ ⎞− ξ
= ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

1

1 1N
k

N
k

x
p x

N h N h N
,  (10) 

де функція ( )ϕ x  задовольняє умовам (4) і нази-

вається ядром, ( )h N  – коефіцієнти вкладу, ξk , 

= 1,k N , – вибірка об’єму N  досліджуваної ви-
падкової величини ξ . 

Оцінки (10) достатньо добре вивчені [27] і 
називаються ядерними оцінками щільності 
імовірностей ( )p x . Для ядерних оцінок 
визначені додаткові умови на ядро і коефіцієнти 
вкладу, при яких оцінки (10) є асимптотично 
незміщеними і слушними. 

3. Метод найменших квадратів 

Нехай апроксимація щільності імовірностей 
( )p x , [ ]∈ ,x a b , задана формулою (2). Визна-

чимо помилку апроксимації ε  наступним чином: 

 ( ) ( )⎡ ⎤ε = −⎣ ⎦∫
22

b

N
a

p x p x dx . (11) 

Визначимо умови, при яких помилка буде 
мінімальною. Для цього продиференціюємо 
праву частину (11) по nc  і прирівняємо отрима-
ний результат нулю: 

 ( ) ( ) ( )
⎡ ⎤− =⎣ ⎦∫2 0

b
N

N
na

dp x
p x p x dx

dc
. (12) 

Підставляючи в (12) формулу (2), отримуємо 
рівняння для знаходження коефіцієнтів kc : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
=

ϕ ϕ = ϕ∑ ∫ ∫
0

b bN

k k n n
k a a

c x x dx p x x dx . (13) 

Розглянемо окремі випадки, конкретизуючи 
базисні функції ( )ϕk x . 

1. Нехай ( ) { }∞
=

ϕ =
0

k
k k

x x . У цьому випадку 

формула (13) набуває вигляду 

+

=
= α∑ ∫

0

bN
k n

k n
k a

c x dx ,   (14) 

де αn  – початкові моменти випадкової величи-
ни ξ . Очевидно, що формула (14) є окремим 
випадком (3). 

2. Нехай функції ( )ϕk x  задовольняють 
умові ортогональності, тобто 

 ( ) ( ) ( )

≠⎧
⎪

ϕ ϕ = ⎨ ϕ =⎪
⎩

∫ ∫ 2

0, ,

, .

b
b

k n
ka

a

k n

x x dx
x dx k n

 (15) 

Тоді з формули (13) отримуємо 

 
( ) ( )

( )

ϕ

=

ϕ

∫

∫ 2

b

k
a

k b

k
a

p x x dx

c

x dx

.   (16) 

Відзначимо, що функції (7) розглянуті вище, 
задовольняють умові (15), а обчислювання за 
формулою (16) з використанням (6) і (7) дають 

( )= = Δk k kc p xp x , тобто співпадають з форму-
лою (8). 

3. Об’єднаємо випадки 1 і 2, вводячи 
поліноми 

 ( )
=

ϕ = ∑
0

k
j

k kj
j

x h x ,    (17) 

які задовольняють умові (15), тобто є ортого-
нальними. Такими поліномами можуть бути, 
зокрема, поліноми Лежандра [13]. 

У цьому випадку коефіцієнти kc , які визна-
чаються формулою (16), можна виразити через 
початкові моменти αn  випадкової величини ξ : 

( )

=
α

=

ϕ

∑

∫

0

2

k

kj j
j

k b

k
a

h

c

x dx

. 

Ми розглянули задачу апроксимації 
щільності імовірностей ( )p x , що задана на 

кінцевому інтервалі [ ],a b . Для застосування от-
риманих результатів необхідно виконання умов: 

 ( ) < ∞∫ 2
b

a
p x dx ,    (18) 

 ( )ϕ < ∞∫ 2
b

k
a

x dx .    (19) 

Багато розподілів, що використовуються в 
прикладних задачах, визначені на всій числовій 
осі чи на півосі. Для таких розподілів умова (18) 
може часто не виконуватись, а умова (19) для 
функцій (17) при хоча б одній нескінченній 
границі не виконується ніколи. 

Тим не менш, отримані результати можна 
узагальнити, замінивши умови (18) і (19) наступ-
ними умовами 

( ) ( )ρ < ∞∫ 2
b

a
p x x dx ,   (20) 

( ) ( )ϕ ρ < ∞∫ 2
b

k
a

x x dx ,   (21) 
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де функція ( )ρ x , яка називається ваговою [13], 
задовольняє умовам: 

1) ( )ρ ≥ 0x ;   2) ( )ρ < ∞∫
b

a
x dx ,  

а межі інтегрування можуть бути як скінченними, 
так і нескінченними. Якщо інтервал [ ],a b  є 
нескінченим, то умови (20), (21) повинні бути 
доповнені [28] умовою існування степеневих 
моментів ρn  вагової функції 

ρ = ρ < ∞∫ ( )
b

n
n

a
x x dx , = …0, 1, 2,n  

При умовах (20), (21) помилка апроксимації 
ε  визначається наступним чином 

( ) ( ) ( )⎡ ⎤ε = − ρ⎣ ⎦∫
22

b

N
a

p x p x x d x , 

а умова ортогональності функцій ( )ϕk x  набуває 
вигляду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

≠⎧
⎪

ϕ ϕ ρ = ⎨ ϕ ρ =⎪
⎩

∫ ∫ 2

0, ,

, .

b
b

k n
ka

a

k n

x x x dx
x x dx k n

 

Якщо в якості функцій ( )ϕk x  використову-

ються поліноми (17), то коефіцієнти kc  
апроксимації (2) визначаються виразом 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

ρ ϕ

=

ϕ ρ

∫

∫ 2

b

k
a

k b

k
a

p x x x dx

c

x x dx

.   (22) 

Коефіцієнти kc , що визначаються формулою 
(22), є коефіцієнтами ряду Фур’є [12, 13], а формула 
(2) – часткова сума цього ряду. Таким чином, якщо 
виконуються умови (20) і (21), то щільність 
імовірностей ( )p x може бути розкладена в ряд Фур’є 

( ) ( )
∞

=
= ϕ∑

0
k k

k
p x c x ,    (23) 

де ( )ϕk x  – система ортогональних поліномів 
(17), яка задовольняє умові (21), а коефіцієнти 

kc  знаходяться за формулою (22). 
Ряди (23), в яких використовуються класичні 

ортогональні поліноми – Ерміта, Лагерра та Якобі, є 
найбільш дослідженими в теоретичному плані [28]. 
Однак в практичних задачах їх використання є об-
меженим, оскільки для знаходження коефіцієнтів 
необхідно знати щільність імовірностей ( )p x . Цього 
можна уникнути, використовуючи замість ряду (23) 
ряд з ваговою функцією 

( ) ( ) � ( )
∞

=
= ρ ϕ∑

0
k k

k
p x x c x ,   (24) 

де �kc  – коефіцієнти розкладу. 

Неважко показати, що коефіцієнти �kc  розк-
ладу (24) обчислюються за формулою 

�
( ) ( )

( ) ( )

ϕ

=

ϕ ρ

∫

∫ 2

b

k
ak b

k
a

p x x dx

c

x x dx

 

і можуть бути виражені через початкові моменти 
αn  досліджуваної випадкової величини ξ  з 
урахуванням формули (17). 

Ряд (24) є основною формою подання 
щільності імовірностей при її теоретичних та ек-
спериментальних знаходженнях [4, 11, 22]. На 
практиці в ряді (24) найбільш широко викори-
стовуються поліноми Ерміта – в ряді Грама-
Шарльє та його модифікації – ряді Еджворта. 
Менше використовуються поліноми Лагерра, і 
майже не використовуються поліноми Якобі. 

В задачах статистики оцінка коефіцієнтів kc  

чи �kc  не створює труднощів [11, 21, 22], однак 
виявити властивості цих оцінок у більшості 
випадків складно. 

Відзначимо деякі проблеми [29], що виника-
ють при практичному використанні ортогональ-
них подань щільності імовірностей. 

1. При застосуванні ортогональних подань 
щільності імовірностей слід враховувати пробле-
му моментів [30], суть якої полягає в тому, що іс-
нують розподіли, для яких нескінченна послідов-
ність моментів не задає ці розподіли однозначно. 

2. Здебільшого застосування ортогональних 
рядів зводиться до використання перших кількох 
складових цих рядів без вказання помилок, які 
можуть при цьому виникати. Крім того при 
обмеженні кількості складових можуть виникати 
від’ємні значення функції ( )Np x . 

3. Ортогональні подання часто використо-
вуються при експериментальних дослідженнях 
щільності імовірностей без належного аналізу 
помилок оцінювання. 

Висновки 

1. Знаходження щільності імовірностей ме-
тодом моментів потребує розв’язання системи 
рівнянь, які в загальному випадку є нелінійними, 
і складність їх розв’язку визначається вибором 
базисних функцій. 

2. Застосування методу найменших квадра-
тів дозволяє використовувати для знаходження 
щільності імовірностей класичні ряди Фур’є. 

3. Для практичного застосування розкладень 
щільності імовірностей в ряди Фур’є доцільно 
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використовувати форму ряду з ваговою функці-
єю, оскільки коефіцієнти такого ряду однозначно 
визначаються моментами випадкової величини. 

4. При використанні рядів Фур’є для знахо-
дження щільності імовірностей необхідним є ви-
рішення ряду проблем, найважливішими серед 
яких є аналіз точності використання обмеженої 
кількості складових ортогонального ряду, з’ясу-
вання умов отримання невід’ємних значень по-
дання, дослідження імовірнісних характеристик 
оцінки щільності імовірностей. 
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