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Принципы построения математических моделей преобразователей 
электромагнитного типа в режиме регистрации ультразвуковых волн 

В работе сформулирована теорема о на-
веденном магнитном потоке и построена ма-
тематическая модель процесса регистрации 
ультразвуковых волн электромагнитным 
способом в металлах неферромагнитной 
группы. Впервые предложена концепция 
внутреннего электромагнитного поля, кото-
рое возникает в объеме динамически де-
формируемых металлов в присутствии по-
стоянного магнитного поля и сформулирова-
на граничная задача для расчета количест-
венных характеристик компонентов внутрен-
него электромагнитного поля. 

In this paper, the theorem of induced mag-
netic flow is formulated and the mathematical 
model of ultrasonic wave detection process in 
non-ferrous metals by means of the electromag-
netic method is developed. For the first time the 
conception of the inner magnetic field induced 
in dynamically deformed metals in the presence 
of a static magnetic field is proposed. Also, the 
boundary value problem for the calculation of 
quantitative characteristics of the inner mag-
netic field’s components is formulated. 

Введение 

Под ультразвуковым преобразователем 
электромагнитного типа в настоящем изложе-
нии понимается устройство, которое реагирует 
на переменное магнитное поле, которое возни-
кает в результате динамического деформиро-
вания металлов в присутствии достаточно 
сильного и неизменяющегося во времени маг-
нитного поля. Это система с распределенными 
параметрами, состоящая из источника постоян-
ного магнитного поля, приемника переменного 
магнитного поля и некоторого объема дефор-
мируемого металла, где и происходит преобра-
зование изменяющихся во времени деформа-
ций в переменное магнитное поле. Преобразо-
ватели электромагнитного типа используются в 
ультразвуковых приборах неразрушающего кон-
троля металлических изделий [1 - 4] и неразру-
шающих испытаний материалов [5, 6], в ультра-
звуковых магнитострикционных волноводных 
линиях задержки [7], в лабораторных установ-
ках для выполнения экспериментальных иссле-
дований закономерностей распространения уп-
ругих волн в твердых телах. 

При любых вариантах практического ис-
пользования ультразвуковых преобразователей 
электромагнитного типа естественным образом 
возникает вопрос о том, как влияют геометри-
ческие и физико-механические параметры эле-
ментов преобразователя на эффективность его 
работы в том или ином диапазоне частот. Не 
менее актуальным является вопрос о согласо-
вании конструкции преобразователя с типом 
ультразвуковых волн, которые необходимо ре-
гистрировать с его помощью. Методология ма-
тематического моделирования преобразовате-
лей  электромагнитного типа в режиме приема 
ультразвуковых волн в металлах была опреде-
лена статьями Шкарлета Ю.М. и Шубаева С.Н. 
[8, 9, 10]. В этих работах был осуществлен рас-
чет электромагнитного поля рассеяния, которое 
возникает в окрестности деформируемой об-
ласти металла в присутствии постоянного поля-
ризующего магнитного поля. Затем рассматри-
валось взаимодействие этого поля с электриче-
ским контуром приемника переменного магнит-
ного поля в составе преобразователя электро-
магнитного типа. Предложенная Шкарлетом 
Ю.М. и Шубаевым С.М. схема расчета содержит 
методические погрешности и по этой причине 
не получила дальнейшего развития. Своеоб-
разным доказательством отсутствия практиче-
ски значимой теории ультразвуковых преобра-
зователей электромагнитного типа является 
статья В.Я. Грошева [11]. 

Таким образом, в настоящее время отсутст-
вует универсальная и адекватная реальным 
объектам и происходящим в них процессам ме-
тодика построения математических моделей 
преобразователей электромагнитного типа в 
режиме приема (регистрации) ультразвуковых 
волн в металлических пластинах и стержнях. 
Термином «математическая модель ультразву-
кового преобразователя электромагнитного ти-
па в режиме регистрации упругих волн» в на-
стоящем изложении определяется аналитиче-
ская конструкция, которая связывает компонен-
ты вектора смещения материальных частиц в 
объеме деформируемого металла, т. е. входное 
воздействие на преобразователь, с разностью 
электрических потенциалов на электрическом 
выходе преобразователя. 
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Целью настоящей работы является изложе-
ние принципов построения таких аналитических 
конструкций. 

Принципы математического моделирования 
ультразвуковых преобразователей электро-
магнитного типа в режиме регистрации упругих 
волн в металлах неферромагнитной группы 

Предположим, что в некотором объеме V 
металла существует напряженно-деформиро-
ванное состояние, изменяющееся во времени 
по гармоническому закону ωi te . Все без исклю-
чения параметры и характеристики этого со-
стояния определяются вектором смещения 

ω=
r r
( , ) ( ) i t

k kx t x eu u  материальных частиц. Будем 
считать, что пространственно-развитая ампли-
туда 

r
( )kxu  гармонически изменяющегося во 

времени векторного поля 
r
( , )kx tu  известна по 

определению. Принципы расчета смещений ма-
териальных частиц сформулированы в работе 
[12]. Предположим, что в объеме V сформиро-
вано с помощью внешних устройств постоянное 
во времени магнитное поле с напряженностью 
r0( )kxH . 
При деформации неферромагнитных ме-

таллов в присутствии постоянного магнитного 
поля реализуется следующая цепочка преобра-
зований 

 
ω ω ω
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H
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где 
r

( )Л
kxj  - амплитудное значение вектора 

плотности тока, который возникает благодаря 
силам Лоренца [13] при механических колеба-
ниях токопроводящей среды в присутствии по-
стоянного магнитного поля; ( )

rB
kxE  и ( )

rB
kxH  - 

амплитуды вихревого электрического и магнит-
ного полей, которые порождаются токами 

ωr
( )Л i t

kx ej  (токами Лоренца); Φ  - амплитуда 
магнитного потока, который пронизывает элек-
трический контур приемника переменного маг-
нитного поля в составе преобразователя элек-
тромагнитного типа; ( )ωпU  - амплитуда разно-
сти электрических потенциалов на выходе пре-
образователя. 

Наиболее сложным, в плане математическо-
го описания, в алгоритме (1) является преобра-
зование ω ω⇒ Φ

r
( )Л i t i t

kx e ej . Так как вихревое 

электрическое поле ( ) ωrB i t
kx eE  формирует то-

ки проводимости, то необходимо рассматривать 

алгебраическую сумму токов Лоренца и индуци-
рованных этим полем токов проводимости, т. е. 
величину ωr

( ) i t
kx eBj , которую в дальнейшем 

будем называть вихревым током. 
Для того, чтобы формализовать преобразо-

вание ⇒ Φ
r

( )B
kxj  (временной множитель ωi te  

опущен для сокращения записей; дальнейшее 
изложение будет осуществляться в терминах 
амплитуд гармонически изменяющихся во вре-
мени физических полей) рассмотрим площадку 
S  конечных размеров в окрестности точки O , 
которая образована в некоторый момент вре-
мени t  совокупностью элементарных токовых 

трубок с вихревыми токами 
r

( )B
kxj  (рис. 1). По-

перечное сечение элементарной токовой трубки 
⋅

rr
ld dR , где вектор 

r
ld  параллелен вектору 

единичной нормали 
r
n  к площадке S . Сам же 

вектор 
r
n  в рассматриваемый момент времени 

t  параллелен вектору магнитного момента 
r BdM  слоя вихревых токов [14]. 

 
Рис. 1. К формулировке теоремы о наведенном 
магнитном потоке для неферромагнитных металлов 

Заменим токовый слой эквивалентным кон-
туром, который по форме и положению в про-
странстве совпадает с границей площадки 

=
r r

SS n . По контуру протекает ток эdI , который 
создает магнитный момент  

 =
rr B

эd dIM S , (2) 

Амплитуда эквивалентного электрического 
тока эdI  определяется следующим образом 

( ) ( )
⊥ ⊥

⊥ ⊥= ⋅ = ⋅ =∫ ∫
rr r r

l lB B B
э k k

S S
dI x d d x dR d Jj S j n ,(3) 
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где ⊥ ⊥=

r r
ld d dRS n ; ⊥

r
n  - вектор единичной нор-

мали к поперечному сечению токовой трубки. 
Интегральный сомножитель при ld  в соотно-
шении (3) имеет размерность A м , поэтому 

обозначим его символом BJ  и будем называть 
линейной плотностью вихревых токов. 

Таким образом, деформируемый в присут-
ствии постоянного магнитного поля конечный 
объем металла можно заменить бесконечным 
набором электрических контуров, которые охва-
тывают различные площадки S  и по которым 

протекают эквивалентные токи = lB
эdI J d . Это 

означает, что расчетная схема для количест-
венного определения потока индукции магнит-
ного поля рассеяния через электрический кон-
тур приемника переменного магнитного поля 
сводится к двум, расположенным в вакууме, 
электрическим контурам. Один контур вполне 
реальный – это электрический контур приемни-
ка переменного магнитного поля в составе пре-
образователя электромагнитного типа. Второй 
контур – это эквивалентный (в смысле воздей-
ствия на внешний мир) токовому слою контур с 
электрическим током эdI . При этом магнитный 
поток индукции Φd  через электрический контур 
приемника определяется в соответствии с 
представлениями теоретической электротехни-
ки следующим образом: 
 Φ = эd dI dL , (4) 

где dL  - коэффициент взаимной индукции меж-
ду двумя контурами. Величину этого коэффици-
ента можно определить из следующих сообра-
жений. Поток через площадку 

r
dS  эквивалент-

ного контура равен Φ = п
Sd I dL , где пI  - сила 

тока в электрическом контуре приемника пере-
менного магнитного поля. С другой стороны 

( )Φ = µ
rr

0
п

S kd x dH S , где −µ = π ⋅ 7
0 4 10 Гн м  - 

магнитная проницаемость вакуума; ( )
rп

kxH  - 
напряженность магнитного поля, которое созда-
ется в вакууме в точке с координатами kx  на 

площадке =
r r

d dSS n  электрическим контуром 
приемника переменного магнитного поля, когда 
в нем протекает ток пI . Сопоставляя два экви-
валентных определения потока ΦSd , опреде-
ляем коэффициент взаимной индукции dL : 

 ( ) ( )µ µ  = ⋅ = ⋅ 
rr r r0 0п п

k kп п
dL x d x dS

I I
H S H n . (5) 

Подставляя выражение (5) в соотношение 
(4), получаем 

 ( )µ  Φ = ⋅ 
r r0 B п

kп
d J x dV

I
H n , (6) 

где = ldV d dS  - элемент объема деформируе-
мого металла. 

Суммируя потоки от всех элементов объема 
V  деформируемого металла, определяем пол-
ный поток Φ  через электрический контур при-
емника переменного магнитного поля: 

 ( )µ  Φ = ⋅ ∫∫∫
rr0 B п

kп
V

J x dV
I

n H , (7) 

Поскольку магнитный поток изменяется во 
времени по закону ωi te  с амплитудой Φ , по-
стольку амплитуда разности электрических по-
тенциалов ( )ωПU  на электрическом выходе 
приемника ультразвуковых волн определяется 
следующим выражением: 

 ( ) ( )ωµ  ω = − ⋅ ∫∫∫
rr0 B п

П kп
V

i
U J x dV

I
n H , (8) 

Соотношение (7) имеет смысл теоремы и по 
этой причине выражение (7) будем называть 
теоремой о наведенном магнитном потоке. Вы-
ражение (8) имеет смысл математической мо-
дели процесса регистрации упругих волн в ме-
таллах неферромагнитной группы с помощью 
преобразователя электромагнитного типа. 

Для завершения описания принципов матема-
тического моделирования преобразователей 
электромагнитного типа в режиме регистрации 
упругих волн в металлах неферромагнитной груп-
пы, необходимо рассмотреть процедуру опреде-
ления поверхностной плотности вихревого тока. 

В работе [13] предлагается следующее опре-
деление амплитуды k – го компонента вектора 
поверхностной плотности тока Лоренца: 

= ω µ ε 0
0( ) ( ) ( )Л

k k kmn n k m kj x i r u x H x , где = −1i ; r  
- компонент шарового тензора удельной электри-
ческой проводимости металла; εijk  – компонент 

тензора Леви-Чивиты, равный плюс единице или 
минус единице при четной или нечетной переста-
новке индексов i, j, k (чисел 1, 2, 3) и равный нулю, 
когда любые два из трех индексов равны между 
собой; ( )n ku x  - n  - ый компонент вектора сме-
щения материальных частиц металла (принципы 
определения этих величин сформулированы в 
работе [12]); ( )0

m kH x  - m  - ый компонент вектора 
напряженности постоянного магнитного поля. По-
рождаемое этим током вихревое электрическое 
поле удовлетворяет уравнениям Максвелла, ко-
торые в пренебрежении токами смещения можно 
записать в следующем виде: 



Акустические приборы и системы 173 

 ε = +,
B Л B

nmk k m n nm mH j r E , (9) 

 ε = − ωµ, 0
B B

kpq q p kE i H , (10) 

где nmr  - компонент тензора удельной электри-

ческой проводимости; B
kH  и B

mE  - компоненты 
векторов напряженности магнитного и электри-
ческого компонентов индуцированного токами 
Лоренца внутреннего электромагнитного поля; 
запятая между индексами означает операцию 
дифференцирования выражения, которое запи-
сано до запятой, по координате, индекс которой 
проставлен после запятой. 

Определим ротор от левой и правой частей 
уравнения (10): 
 ε ε = − ωµ ε, 0nmk kpq q pm nmk kE i H . (11) 

Так как ротор вектора напряженности внут-
реннего вихревого магнитного поля в правой 
части соотношения (11) определен уравнением 
(9), то дифференциальное уравнение для опре-
деления компонентов вектора напряженности 
электрической составляющей внутреннего элек-
тромагнитного поля принимает следующий вид: 

ε ε + ωµ + ωµ = ∀ ∈, 0 0 0B B Л
nmk kpq q pm nm m n kE i r E i j x V .(12) 

Единственность решения уравнения (12) (гово-
ря точнее – системы уравнений (12)) обеспечи-
вается условиями на границе области сущест-
вования решения, т. е. на поверхности S , кото-
рая ограничивает объем V  деформируемого 
металла. В случае простых границ металличе-
ского объекта (цилиндр, полый цилиндр, пла-
стина) для эффективного определения констант 
в общих решениях уравнений (12) необходимо 
определить компоненты вектора напряженности 
вихревого магнитного поля по формулам 

( )= ε ωµ, 0 ,B B
k kpq q pH i E  и после этого записать 

условия непрерывности компонентов вихревого 
магнитного поля при переходе через поверх-
ность S  деформируемого металла неферро-
магнитной группы 

 ( )− = ∀ ∈% 0B
k k kH H x S . (13) 

где ( )= ε ωµ% %
, 0k kpq q pH i E  - компонент вектора 

напряженности магнитного поля рассеяния; %
qE  

- компонент вектора напряженности 
r%E  электри-

ческой составляющей электромагнитного поля 

рассеяния. Компоненты вектора 
r%E  удовлетво-

ряют уравнениям Максвелла для пустого про-
странства, т. е. являются решениями следую-
щей системы дифференциальных уравнений: 

 ε ε − ω µ χ = ∀ ∉% %2
, 0 0 0nmk kpq q pm n kE E x V , (14) 

где −χ = ⋅ 12
0 8,85 10 Ф м  - диэлектрическая 

проницаемость вакуума. При удалении от по-
верхности S  на расстояние 0R  поле рассеяния 
должно ослабевать и обращаться в нуль при 

→ ∞0R , т. е. компоненты векторов 
r%E  и 

r%Hдолжны удовлетворять предельному условию 

 
→∞

=% %
0
lim , 0k q

R
E H . (15) 

Таким образом, решение граничной задачи 
(12) – (15) позволяет определить компоненты 

( )B
k kE x  вектора напряженности внутреннего 

электрического поля, которое индуцируется то-
ками Лоренца и определяет реальное распре-
деление вихревых токов в объеме деформи-
руемого металла неферромагнитной группы. 
Компоненты ( )B

k kj x  вектора плотности вихре-
вого тока определяются следующим образом: 

 ( ) ( ) ( )= +B Л B
k k л k km m kj x j x r E x . (16) 

Соотношение (16) учитывает основные зако-
номерности формирования высокочастотных элек-
трических полей в токопроводящих средах (прежде 
всего скин-эффект) и в обязательном порядке 
должно использоваться при определении линей-
ной плотности вихревых токов в формуле (3). 

Выводы 

Впервые сформулирована теорема о наведен-
ном магнитном потоке для случая динамического 
деформирования металлов неферромагнитной 
группы в присутствии постоянного магнитного по-
ля. Применение теоремы о наведенном магнитном 
потоке существенным образом упрощает процеду-
ру решения задачи о взаимодействии магнитных 
полей рассеяния, которые возникают при дефор-
мировании металлов в присутствии постоянного 
магнитного поля, с электрическим контуром преоб-
разователя и обеспечивает эффективное построе-
ние рациональных математических моделей пре-
образователей электромагнитного типа в режиме 
приема ультразвуковых волн в металлах. Сформу-
лирована граничная задача, решение которой по-
зволяет учесть влияние скин-эффекта на энергети-
ку процесса регистрации ультразвуковых волн. 
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