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УДК 534.3 
А.В. Коржик, канд. техн. наук. 
Об особенностях электромеханических преобразований в приемных 
пьезокерамических преобразователях с разрезными электродами 

В рамках постановки стационарной зада-
чи о приеме звука произвольной по конфи-
гурации антенной решеткой, которая пред-
ставлена в виде набора бесконечных по 
длине электроупругих круговых цилиндри-
ческих преобразователей, конкретизирова-
ны виды формирования электродов на по-
верхности преобразователей-оболочек. При-
ведены аналитические соотношения для оп-
ределения электрических напряжений на на-
грузках электродов и показаны соответст-
вующие данному виду формирования элек-
тродов электромеханически активные моды 
колебаний оболочек. 

In the frame of formulation stationary task 
about receiving of sound by array antenna with 
randomness configuration, which is presented 
by the set of infinitely longitude electro-resilient 
circle cylindrical converters, types of elec-
trodes forming on the surfaces of shells-
converters are specified. Analytical equations 
for defining electric voltages on the electrodes’ 
loads are presented. Electromechanical active 
modes of shells oscillations, corresponded to 
certain type of electrodes forming, are also 
shown. 

Введение 

Задача о приеме звуковых волн системами 
электроупругих преобразователей в виде сфе-
рических и цилиндрических оболочек рассмот-
рена в рамках стационарных постановок задач 
гидроэлектроупругости в основном для случаев 
полного электродирования поверхностей пре-
образователей – оболочек (например, работы 
[1-4]). Добавим также, что большинство работ, 
посвященных исследованию преобразователей 
с разрезными электродами, рассматривают 
лишь нестационарный режим возбуждения из-
лучающих пьезокерамических преобразовате-
лей. Среди них упомянем работы ([5-7]). Кроме 
того, на сегодняшний день, в рамках традици-
онных подходов к описанию работы пьезокера-
мических цилиндрических преобразователей с 
помощью электромеханических аналогий, 
Б.С.Ароновым [8] предложен учет конфигурации 
электродов в виде угловых зависимостей ко-
эффициента электромеханической трансфор-
мации. Такой подход, безусловно оправдан, од-

нако, не позволяет в полной мере учесть и ис-
пользовать особенности связанности модовых 
составляющих колебаний приемных пьезокера-
мических преобразователей при оценке элек-
трических напряжений на их нагрузках. 

В связи с этим, целью работы является рас-
смотрение для стационарного режима работы 
наиболее распространенных видов электроди-
рования поверхностей цилиндрических преоб-
разователей и способов их учета в алгоритме 
сквозной задачи приема. При этом, определя-
ются наборы электромеханически активных мод 
колебаний преобразователей и соответствую-
щие им коэффициенты, позволяющие охарак-
теризовать степень «участия» некоторой моды 
в общем характере колебаний. Таким образом, 
в работе предлагается аналитический способ 
учета вида электродирования поверхности пье-
зокерамических преобразователей, который при 
решении задачи о приеме звука в сквозной по-
становке, позволит не только оценить модовую 
структуру колебаний, но и прогнозировать ре-
зультаты возможных вариантов коммутации 
электродов преобразователя. Указанный спо-
соб учета вида электродирования позволит 
также применить полученные результаты в за-
дачах о формировании пространственной изби-
рательности цилиндрических преобразователей 
и антенных систем на их основе путем исполь-
зования операций аддитивной обработки вы-
ходных сигналов преобразователей-оболочек 
при условии раздельного электрического нагру-
жения их электродов. 

1. Постановка задачи и основные соотношения 

Для учета видов электродирования поверх-
ностей преобразователей произвольной по 
форме антенной решетки привлечены геомет-
рия и постановка задачи, приведенные в рабо-
тах [9,10]. В соответствии с основными положе-
ниями указанных работ в части используемых 
моделей среды и преобразователей, а также по 
результатам работы [11], граничные условия 
задачи по электрическому полю для произволь-
ного режима нагружения электродов s–х, пре-
образователей решетки могут быть использо-
ваны для отыскания электрических токов и на-
пряжений в виде : 
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где: 
0
zE – напряженность электрического поля в мате-

риале оболочки; 
s
nD – составляющая вектора электрической ин-

дукции; 
S – площадь поверхности электрода s –го преоб-
разователя; 

33еT – диэлектрическая проницаемость материала 
оболочки; 
ν – коэффициент Пуассона при постоянном ме-
ханическом напряжении; 

2
pk – квадрат планарного коэффициента связи; 

31d – пьезомодуль; 

11
Es – упругая податливость материала оболочки; 

0sr – радиус  s–ой оболочки; 
,s sU W – тангенциальная и нормальная состав-

ляющие перемещений точек поверхности оболоч-
ки, соответственно,; 

0sh –толщина s–ой оболочки; 

нUs –электрическое напряжение, развиваемое на 

нагрузке н
sZ  соответствующего электрода s–ой 

оболочки; 
Выражения (1) – (3) записаны в предполо-

жении, что электрические нагрузки н
sZ  в общем 

случае комплексные и неодинаковые по харак-
теру и величине. В дальнейшем, в случае, когда 
количество электродов s –го преобразователя 
больше одного, будем использовать следующее 
обозначение для пары верхних индексов нагру-
зок н

smZ  – sm : 
11 12
н н н; ;... smZ Z Z ; 

где 1-я цифра – обозначает номер преобразо-
вателя ( 1... );s s N=  
2-я цифра – обозначает номер электрода m  
для s –го преобразователя. 

Заметим также, что эти же обозначения бу-
дут справедливы для электрических напряжений 
на соответствующих нагрузках н

sZ . Тогда, учет 
электродирования поверхности s –го преобразо-
вателя решетки в силу линейности задачи пред-
лагается осуществить суперпозицией вида: 

( ) ( ) ( )1 2
н н н 2 нU U U ... Us s s sm

S s S sm Sf f f= ϕ + ϕ + + ϕ , (4) 

где: m изменяется от 0  до некоторого целого 
числа 1; 2; 3; ...m =  и, при этом, значение 0m =  
отвечает ситуации полного электродирования 
поверхности преобразователя; 

нUsm  – электрическое напряжение, определяе-
мое в результате решения сквозной задачи о 
приеме звука по значениям перемещений 

,s sU W (например [9;10;12]); 

sϕ  – текущий угол в локальной системе коор-
динат s–го цилиндрического преобразователя; 

( )sm sf ϕ  – функции включения соответствующе-
го s, m –го электрода (то есть m–го электрода 
на s–ой оболочке - преобразователе); 

Существует  подход, использованный в ра-
боте [8], для которого угловая зависимость ко-
эффициента трансформации n  или напряжен-
ности электрического поля ( ),zE z ϕ представле-
на в виде: 

( )31 0
0 ,s

i
n

d h
n z

S
= Ω ϕ  или ( ) ( ), ,z sE z a zϕ = Ω ϕ  , 

где – ( ),zΩ ϕ  функция, вид которой зависит от 
конфигурации, способа электрического соеди-
нения электрода и толщины кругового цилинд-
рического преобразователя ; 
i – форма (мода) колебания; 

sa – некоторые коэффициенты. 
Заметим, однако, что указанный подход, при 

малых толщинах кольца использующий выра-
жение ( ) ( ),zΩ ϕ = Ω ϕ  и форму записи: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

0
(1 ) cosi i i d

π
Ω −ϕ = Ω ϕ = + Ω ϕ ϕ ϕ∫  , 

отличается от универсальной функции ключа 
( )sm sf ϕ , предлагаемого в настоящей работе. 

Эта универсальность состоит в возможности 
учета условий электрического нагружения каж-
дого электрода (как в отдельности, так и в соче-
тании с другими электродами), а также в ис-
пользовании при  решении указанной сквозной 
задачи условий сопряжения, вместо традицион-
ных граничных  условий. Подобная замена су-
щественно приближает расчетную ситуацию к 
реальной и позволяет получить значения элек-
трических напряжений на нагрузках электродов 
с учетом фактических угловых распределений 
давлений, колебательных скоростей и переме-
щений на поверхностях преобразователей в 
пределах соответствующих раскрывов. 
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Считая (как отмечено в [9]), функцию 
( )sm sf ϕ  кусочно-непрерывной, полагаем, что ее 

зависимость от sϕ , определяет положение 
электрода на поверхности  s-го преобразовате-
ля и величину углового раскрыва m–го электро-
да. В таком случае, функции вида единичного 
по амплитуде прямоугольного импульса: 

( ) ( ) 1 02
s

sm s s
s m

f rect B rect
=

 ϕ
 ϕ = ϕ =    γ B  

являются своеобразным ключом, принимающим 
значения «1» при [ ]0 0;s s sϕ ∈ −γ γ  и «0» – вне 
указанного интервала. Схемы расположения 
электродов на поверхности оболочки-преоб-
разователя и соответствующие угловые рас-
пределения ( )sm sf ϕ  приведены на рис.1 – рис.4. 

Таким образом, решая сквозную задачу 
приема для преобразователя с тем или иным 
видом электродирования  (рис.1 – рис.4), необ-
ходимо совместно с условиями (1) – (3) исполь-
зовать строго определенное число членов пра-
вой части выражения (4) и результаты угловых 

представлений функций включений ( )sm sf ϕ  в 
зависимости от количества электродов и их 
раскрывов. Такими представлениями могут 
быть разложения ( )sm sf ϕ  в ряд Фурье по углу 

sϕ . Значит, поставленная задача, сводится к 
отысканию для заданного вида электродирова-
ния соответствующего представления функций 
включения ( )sm sf ϕ  разложений в виде рядов 
Фурье с последующей подстановкой в выраже-
ние (4). Полученное таким образом значение 
электрического напряжения нUs  используется 
при решении сквозной задачи. При этом, ре-
зультирующие значения нUs  будут определены 
с учетом количества электродов и углов их рас-
крыва и дадут возможность отыскать неизвест-
ные коэффициенты разложений для полей дав-
ления в рамках данной постановки  с целью по-
лучения характеристик направленности (см. на-
пример [10]). 

   
Рис.1. Сплошной электрод 

   
Рис.2. Пара разрезных электродов с раскрывом 0 02 2s s′γ = γ = π  
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Рис.3. Пара разрезных электродов с раскрывом 0 0
22 2
3s s
π

γ γ ′= =  

 

   

Рис.4. Четыре разрезных электрода с раскрывом 0 02 2
2s sг ′= =
π

γ  

 
2. Решение задачи и основные результаты 

Рассмотрим рис.1. Пусть прямоугольный им-
пульс в виде функции ( )sm sf ϕ  задан на интерва-

ле [ ]0;2sϕ ∈ π  углами 0 02 2s s′γ = γ . Тогда для 

раскрыва  электрода 0360 , 0 02 2 2s s′γ = γ = π : 

 ( )
0 0

10
0 2 2 ; 12

s s

s
s

s B
f Brect

′γ = γ =π =

 ϕ
ϕ =  γ 

. (5) 

Представляя ( )10 sf ϕ  в виде ряда Фурье в 
комплексной форме, запишем:  

( )10 ,sik
s k

k
f c e kϕϕ = −∞ < < ∞∑ , 

где ( )10
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1 sik
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приT

c c f e d
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s

s
s

s

k k
T k k

γ =π

γ π
= γ =

γ π
. (6) 

Таким образом, для случая полного элек-
тродирования, функция включения (5) может 
быть записана в виде : 

 ( ) 10
10

sin s sik ik
s k

k k

kf e e
k

ϕ ϕπ
ϕ = = ξ

π∑ ∑ , (7) 

где коэффициенты 

 10 10 10
0 0

1, 0
  1

0,   1,2...k
k

k
=

ξ = ⇒ ξ = = β =
. (8) 

Иными словами, соотношения (6) – (8) пока-
зывают, что при полном электродировании 
электромеханически активной будет лишь ну-
левая (k=0) мода колебаний преобразователя. 
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Остальные моды подавлены. Это соответствует 
классическим представлениям (например 
[8;13;14]) 

Меняя раскрыв электродов, очевидно, мож-
но добиться подавления и высших форм коле-
баний. Так, для пары электродов с раскрывом 
по 0180  0 02 2s s′γ = γ = π , каждый (рис.2,) име-
ем две функции включения: 

11
0 | 1

12
0 | 1

( )
2

( )
2

s
s

s B

s
s

s B

f Brect

f Brect

=

=

 ϕ
ϕ =  

γ  

 ϕ − π
ϕ =  ′γ  

   (8) 

Поэтому, проведя разложение в ряд Фурье (8) 
функций включения (8), ограничиваясь функцией 
включения правого электрода, по аналогии с (6) 
получим: 
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 (10) 

и получум: 
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где 
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0,  2;4;6...;2

1;3;5...;2 1,
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 = ± +β
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π π π

 (12) 

Соотношения (9) – (12) показывают отличия в 
расположении и модовой структуре электродов. 
Так, при электродировании в виде двух полуокруж-
ностей, каждый электрод определяет наличие ну-
левой и нечетных форм колебаний ( 1; 3; 5;...k = ). 
Четные моды при этом исключаются. 

При выбранном числе электродов m=2, 
уменьшим раскрывы каждого из них. Пусть 

0 0
22 2
3s s
π′γ = γ = , T = π (рис.3). Для такого ти-

па электродирования имеем схожую с (8) форму 
записи для функций включения : 

11
0 | 1
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s
s

s B

f Brect
=

 ϕ
ϕ =  

γ  
 и 

12
0 | 1

( )
2

s
s

s B

f Brect
=

 ϕ − π
ϕ =  ′γ  

, 

но иные результаты разложения в ряд. 
Так, при углах раскрыва электродов по 0120  

каждый, при ( 4; 3; 2; 1;0;1;2;3;4)k ∈ − − − −  для пра-
вого электрода имеем:  
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где 
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 (14) 

а для противоположного (левого) электрода для 
первых пяти мод: 
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2 3 3 3; ; ;
3 2 4

3 ; 0; ...

k

k

k

k

k

k

± ±

± ±

 =


− = π


ξ = ⇒=

π
 =

− = π




β = β = β = − π π⇒ 
β = − β = π

 (16) 

Как видно из (13) – (16), подавленной в этом 
случае оказывается лишь мода с номером 3. 
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При этом, модовый состав колебаний обогащен 
за счет реализации четных мод. 

Нанесение четырех электродов (рис.4) с 

раскрывами по 090  (рис.4, 0 02 2
2s s
π′γ = γ = ) с 

периодом 
2

T π
=  показывает, что число функций 

включения увеличивается до четырех 
( ) ( ) ( ) ( )11 12 13 14, , ,s s s sf f f fϕ ϕ ϕ ϕ . При этом, для 

каждой функции включения для первых шести 
мод имеем: 

11411

sin( )
4( )

4

s
ik ik

s k
k k

k
f e e

k

π
ϕ

π

ϕ = = ξ
π∑ ∑ ;  (17) 

11

11 11 11 11
0 1 3 5

11 11
2 4

1, 0

2 2 , 1

2 , 2

(18)2 2 , 3
3

0 , 4

2 2 , 5
5

...

2 2 2 2 2 21; ; ; ;....
3 5

2 ; 0;

k

k

k

k

k

k

k

± ± ±

± ±

=

 = π

 =
 π
ξ = ⇒ = π

=

− =
 π




β = β = β = β = − π π π⇒ 
 β = β = π

 

далее, для ключей 12( )sf ϕ  

12212

sin( )
4( )

4

s s
ikik ik

s k
k k

k
f e e e

k

π
−ϕ ϕ

π

ϕ = = ξ
π∑ ∑ ; (19) 

где 
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12 12 12 12
0 1 3 5

12 12
2 4
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2 2 , 1

2 , 2
(20)
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3
0 , 4

2 2 , 5
5
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3 5

2 ; 0;

k

k

i k

k

i k

k

k

i i± ± ±

± ±

=

− = π

 − =
 π

ξ = ⇒
 = π
 =

 =

π


β = β = β = ± β = ± π π π⇒ 
 β = − β = π

∓

 

и 13( )sf ϕ  , 14( )sf ϕ  запишем соответственно: 

13
13

sin( )
4( )

4

s sik ikik
s k

k k

k
f e e e

k

ϕ ϕ− π

π

ϕ = = ξ
π∑ ∑ ; (21) 

где 
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5
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k

k

k

k

k

k

k

± ±

± ±

=

− = π

 =
 π
ξ = ⇒− = π

=

− =
 π




β = β = − β = − π π⇒ 
 β = β = π

 (22) 

и 14214
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ikik ik
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k
f e e e

k

π
ϕ ϕ

π

ϕ = = ξ
π∑ ∑    (23) 

где 
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k
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k

k

i i± ±

± ±

=

 = π

 − =
 π
ξ = ⇒ = π

=

− =
 π




β = β = ± β = π π⇒ 
 β = − β = π

∓

 (24) 

Как, видно из соотношений (18)-(24), подав-
ленной является мода 4, а геометрия размеще-
ния электродов иллюстрируется экспонен-

циальным сомножителем 2
ik

e
π

±
 для электродов 

1–2 и 1–4 относительно выбранной ориентации 
электродов 1–1 и 1–3. При этом результаты 
разложений показывают, что рассмотренные 
виды электродирования обеспечивают свои 
особенные наборы модовых составляющих, 
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обогащая или обедняя ими колебательную сис-
тему. Различие в коэффициентах, членах рядов 
разложений полей по амплитуде и фазе, оче-
видно, позволяет прогнозировать степень ис-
пользования той или иной формы колебаний в 
формировании обобщающего (суммарного) сиг-
нала на нагрузке электрода. 

Отметим также, что данный подход позволя-
ет наглядно проводить аддитивные операции с 
результирующими сигналами, ориентируясь на 
коэффициенты разложений (7) – (24) и на необ-
ходимость подавления или же наоборот усиле-
ния той или иной моды, либо их совокупности. 

Выводы 

Таким образом, в работе предложен анали-
тический способ учета раскрыва, ориентации и 
количества электродов, нанесенных на поверх-
ность кругового цилиндрического преобразова-
теля, которые определяют характер возбужде-
ния в нем электромеханически активных мод 
при решении сквозной задачи о приеме звуко-
вых волн. При этом показало, что: 

– изменение угловых размеров электродов 
позволяет изменять модовый состав колеба-
тельной системы – от реализации лишь нуле-
вой моды до подавления отдельных мод выс-
ших порядков; 

– использование нескольких мод, вклады 
которых в суммарный сигнал на независимой 
электрической нагрузке определяются с ис-
пользованием полученных коэффициентов раз-
ложений, требует своеобразной оптимизации 
расположения и угловых размеров электродов. 

На основе постановки и решения сквозной 
задачи приема показаны перспективы примене-
ния указанного способа, которые состоят в воз-
можности изучения частотных зависимостей ам-
плитудно-фазовых характеристик модовых со-
ставляющих и их комбинаций, а также в выборе 
характера коммутации электродов при внесении 
амплитудно-фазовых распределений с целью 
определения пространственных характеристик. 
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