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Принципы математического моделирования акустооптических 
ячеек 

Конспективно изложены основные факты 
феномена дифракции световых лучей на 
ультразвуковых пучках. Показано, что даль-
нейшее совершенствование параметров и 
технических показателей дефлекторов и мо-
дуляторов световых лучей принципиально не-
возможно без построения и исследования ма-
тематической модели излучателя ультразву-
ковых волн. Предложены три, отличающиеся 
точностью количественных оценок, версии 
построения математической модели, т.е. пе-
редаточной характеристики, ультразвуково-
го преобразователя в виде электродной 
структуры, расположенной на поверхности 
оптически прозрачного пьезоэлектрического 
кристалла. Библ. 18, рис. 3. 
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Введение 

Начиная с 60-х годов ХХ века акустооптика 
получила широкое распространение не только в 
области научных исследований, но и для по-
строения технических устройств. Последнее 
обусловлено развитием лазерной физики, кото-
рое в перспективе позволило бы создать новые 
и эффективные устройства управления свето-
выми пучками, обработки радиосигналов, ис-
следования оптических изображений. Исследо-
вания данной тематики и на сегодняшний день 
вызывают широкий интерес научной общест-
венности, которая по-прежнему занимается во-
просами не только возможности создания более 
совершенных устройств [1,3, 5 – 7], но и иссле-
дованиями физических процессов акустоопти-
ческого взаимодействия [2,14,15,17].  

Построение эффективно работающих уст-
ройств акустооптики (дефлекторов и модулято-
ров световых лучей) возможно при условии 
возбуждения в объеме оптически прозрачного 
кристалла ультразвуковых волн субгигагерцово-
го и гигагерцового диапазонов частот. Возбуж-

дение ультразвуковых волн гиперзвукового час-
тотного диапазона является далеко нетриви-
альной технической задачей, которая в настоя-
щее время решается с помощью технологий 
акустоэлектроники. Использование встречно – 
штыревых преобразователей, расположенных 
на поверхности пьезоэлектрического кристалла, 
позволяет возбуждать и регистрировать по-
верхностные акустические волны. Известно, что 
поверхностные акустические волны формиру-
ются в результате взаимодействия продольных 
и поперечных волн (строго говоря,  квазипро-
дольных и квазипоперечных) на поверхности 
упругого полупространства (пьезоэлектрическо-
го кристалла). Очевидно, что значительная до-
ля подводимой к кристаллу энергии уносится 
объемными продольными и поперечными вол-
нами вглубь кристалла. Акустооптические де-
флекторы световых лучей, в которых для воз-
буждения ультразвуковых волн в объеме опти-
чески прозрачного пьезоэлектрика используют-
ся электродные структуры, располагающиеся на 
поверхности кристалла, в настоящее время яв-
ляются предметом изобретательства, которое 
осуществляется без ясного понимания основ-
ных закономерностей акустооптического взаи-
модействия и особенностей возбуждения тех 
или иных типов волн с поверхности пьезоэлек-
трического монокристалла.  

Как уже говорилось выше, повышение эф-
фективности работы акустооптических ячеек 
напрямую связано с возможностями эффектив-
ного возбуждения коротковолновых ультразву-
ковых пучков. Этим словосочетанием опреде-
ляется, как правило, продольная волна. Вместе 
с тем, деформации сжатия – расширения воз-
никают и в процессе распространения ультра-
звуковых поперечных (сдвиговых) волн. При 
этом на одной и той же частоте смены знака на-
пряженно-деформированного состояния, длина 
поперечной волны в полтора – два раза меньше 
длины более быстрой продольной волны. По-
следнее обстоятельство делает актуальным и 
практически целесообразным исследование 
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возможностей возбуждения сдвиговых (попе-
речных) волн гигагерцового частотного диапа-
зона. 

Таким образом, определение условий, при 
которых возможно эффективное возбуждение 
объемных продольных и поперечных ультразву-
ковых волн, предполагает предварительное ис-
следование является, пожалуй, наиболее важ-
ным вопросом теории акустооптических ячеек. 

В настоящей статье дано обоснование важ-
ности исследования процессов возбуждения 
объемных волн с поверхности оптически про-
зрачного монокристалла и рассматриваются 
варианты построения математических моделей 
электродных структур, которые используются в 
акустооптических ячейка для излучения высо-
кочастотных ультразвуковых волн. 

1. Основные сведения из теории дифракции 
света на ультразвуковых пучках 

Общеизвестным является факт, что ско-
рость 0c  распространения электромагнитных 
волн в пустоте определяется двумя фундамен-
тальными константами – диэлектрической 

12
0 8,854188 10 Ф м−χ = ⋅  и магнитной 

7
0 4 10 Гн м−μ = π ⋅  проницаемостями вакуума - 

следующим образом 
3

0
0 0

1c 299793 10 м с= = ⋅
χ μ

. 

В оптически прозрачном диэлектрике ско-
рость распространения света уменьшается в n  
раз, где n 1>  - коэффициент преломления, 

причем n = χ , где χ  - относительная (безраз-
мерная) диэлектрическая проницаемость мате-
риала. 

В 1815 г. шотландский физик Дэвид Брюстер 
(см. библиографию в монографии [10]) обнару-
жил, что коэффициент преломления стеклянных 
образцов изменяется под действием приложен-
ных к образцам механических нагрузок. В  
1841 г. немецкий физик - теоретик Франц Эрнст 
Нейман объяснил наблюдаемые в эксперимен-
тах изменения коэффициента преломления, 
связав это явление с механическими деформа-
циями, которые возникают в упругих телах под 
действием внешних сил. Несколько лет спустя, 
в 1853 г., Джеймс Клерк Максвелл опубликовал 
свою трактовку физического содержания эф-
фекта двулучепреломления. Он доказывал, что 
определяющим фактором наблюдаемых эф-
фектов являются механические напряжения. В 
серии статей, начало которой было положено в  

1889 г., немецкий физик Карл Фридрих Поккельс 
подверг критике предположения Д. К. Максвел-
ла, и развил феноменологическую теорию, ко-
торая и по сей день позволяет получать коли-
чественные оценки фотоупругих свойств всех, 
оптически прозрачных, монокристаллов и поли-
кристаллических материалов. Теория К. Ф. Пок-
кельса в 1970 г. была дополнена  
Нельсоном Д. Ф. и М. Лэксом (см. библиогра-
фию в монографии [4]) на случай локальных по-
воротов, которые формируются объемными 
сдвиговыми волнами. 

По теории К. Ф. Поккельса изменение ком-
понента ijχ  ( i, j 1,2,3= ) тензора относительной 

диэлектрической проницаемости, т. е. величина 
ijΔχ  определяется следующим образом [4] 

ij ip pkmn kj mnpΔχ = − χ χ ε ; i, j,p,k,m,n 1,2,3= , (1) 

где ijΔχ  - безразмерное изменение относитель-

ной (безразмерной) диэлектрической прони-
цаемости; ipχ , kjχ  - компоненты тензора отно-

сительной диэлектрической проницаемости; 
pkmnp  - компонент тензора фотоупругих кон-

стант (тензор Поккельса); mnε  - компонент тен-
зора упругих деформаций. 

В течении ста лет, т. е. со времени экспери-
ментальных наблюдений Д. Брюстера, фотоуп-
ругость изучалась исключительно с позиций 
статического, не изменяющегося во времени, 
напряженно-деформированного состояния оп-
тически прозрачных твердых тел. 

В 1922 г. французский физик Леон Бриллю-
эн теоретически предсказал изменение тонкой 
структуры спектра светового луча при его про-
хождении через ультразвуковой пучок. В 1926 г. 
аналогичные результаты были опубликованы 
Леонидом Исааковичем Мандельштамом. Ныне 
феномен взаимодействия световой и ультра-
звуковой волны называется дифракцией Брил-
люэна - Мандельштама. 

Распространение электромагнитной волны в 
оптически прозрачном кристалле описывается 
уравнениями Максвелла, которые в скалярной 
форме записываются следующим образом 

 

( ) ( )k k km
k m

H x ,t D x ,t
x t

∂ ∂
ε =

∂ ∂
,                   (2) 

( ) ( )kj m k
mpj

p

E x ,t B x ,t
x t

k, ,m,p 1,2,3

∂ ∂
ε = −

∂ ∂

=

,         (3) 
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где k mε  ( mpjε ) - компонент тензора Леви-

Чивиты, равный плюс единице, когда индексы 
k , , m  (m , p , k ) образуют четную переста-
новку чисел 1, 2, 3, т. е. сочетания 123, 231 и 
312, равный минус единице, когда индексы об-
разуют сочетания 132, 321, 213, т. е. переста-
новку с нечетным числом беспорядков в распо-
ложении чисел 1, 2, 3 (нечетные перестановки) 
и равный нулю, когда любые два из трех индек-
сов равны друг другу; mH  и mB  - m -ые компо-
ненты векторов напряженности и индукции маг-
нитного поля; kE  и kD  - k -ые компоненты век-
торов напряженности и индукции электрическо-
го поля в электромагнитной волне; x  ( px ) 

( , p 1,2,3= ) – координаты точки в декартовой 
системе координат; t  - время. Будем полагать, 
что знаки характеристик электрического и маг-
нитных полей меняются во времени по гармо-
ническому закону, т. е. ( ) ( ) i t

k kx ,t x eΩΠ = Π , где 

символом Π  обозначен один из векторов 
( )kH x ,t , ( )kB x ,t , ( )kE x ,t , ( )kD x ,t , при этом 

функции ( )kH x , ( )kB x , ( )kE x , ( )kD x  имеют 
смысл пространственно развитых амплитуд; 
i 1= − ; Ω  - круговая частота. 

Если в кристалле существует гармоническая 
ультразвуковая волна, в которой материальные 
частицы оптически прозрачного вещества сме-
щаются из положения равновесия на величину 

( ) i t
ku x e ω  ( ( )ku x  - амплитудное значение век-

тора смещения; ω  - круговая частота), то выра-
жение (1) принимает следующий вид 

( )m k i t
ij ip pkmn kj

n

u x
p e

x
ω∂

Δχ = − χ χ
∂

.      (4) 

При записи выражение (4) было учтено, что 
компоненты фотоупругого тензора Поккельса 
обладают симметрией относительно операции 
перестановки в первой и во второй парах, т. е. 

pkmn kpmn kpnm pknmp p p p= = = . 

Электрическая и магнитная индукция связа-
ны с напряженностью соответствующих полей 
следующими соотношениями: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i t
k 0 kj j k 0

i tm ki t
kj kp p mn j j k

n

m k i t
0 kj kp p mn j j k

n
i t

m k 0 m k

D E x e

u x
e p e E x

x

u x
p E x e ,

x

B x ,t H x e .

Ω

Ω + ωΩ

Ω

Ω

= χ χ = χ ×

⎡ ⎤∂
× χ − χ χ ≈⎢ ⎥

∂⎣ ⎦
⎡ ⎤∂

≈ χ χ − χ χ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

=μ

 (5) 

Подставляя соотношения (5) в уравнения 
Максвелла, получаем 

( )

( ) ( )

km
k m

m k
0 kj kp p mn j kj

n

H x
x

u x
i p E x ,

x

∂
ε =

∂

⎡ ⎤∂
= Ωχ χ − χ χ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 (6) 

( )
( )

kj
mpj 0 m k

p

E x
i H x

x

∂
ε = − Ωμ

∂
, (7) 

Из уравнения (7) следует, что 

( )
( )kj

m k mpj
0 p

E x1H x
i x

∂
= − ε

Ωμ ∂
. (8) 

Подставляя выражение (8) в уравнение (6) 
получаем систему уравнений дифракции света 
на ультразвуковом волновом поле 

( )

( )
( )

2
j k

k m mpj
p

2 km
kj kp p mn j j k2

n0

E x
x x

u x
p E x 0.

xc

∂
ε ε −

∂ ∂

⎡ ⎤∂Ω
− χ − χ χ =⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 (9) 

После экспериментального подтверждения в 
1932 г. самого факта дифракции света на ульт-
развуке (см. библиографию в монографии [8]), 
Л. Бриллюэн решил уравнение типа уравнения 
(9) для случая нормального падения светового 
луча на ультразвуковой пучок плоских продоль-
ных волн (рис. 1). При этом коэффициент пре-
ломления n  в пределах ширины ( 2x− ≤ ≤ ) 
ультразвукового пучка задавался следующим 
образом: ( )0 3n n nsin t x v= + Δ ω − , где v  - 
скорость распространения продольной ультра-
звуковой волны. 

 
Рис. 1. Изображение нормального падения свето-
вого луча на ультразвуковой пучок шириной 2  
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На основании этой, по сути модельной, по-
становки задачи Л. Бриллюэном, а в последст-
вии, в основном, Раманом Ч. В., Натом Н.С.Н. в 
1935 – 1936 г.г. и Сергеем Михайловичем Рыто-
вым в 1937 г., были получены следующие ре-
зультаты. 

1. При перпендикулярном прохождении мо-
нохроматического, частоты Ω , светового луча 
через ультразвуковой пучок плоских продоль-
ных волн с частотой смены знака ω , в спектре 
светового луча помимо основной гармоники Ω  
образуются новые, боковые, гармоники с часто-
тами NΩ ± ω , где N 1,2,...=  - номер, или, как 
принято говорить, порядок гармоники. 

2. Амплитуды боковых гармоник определя-
ются специальными функциями (функциями 
Матье (Л. Бриллюэн) и функции Бесселя (Ра-
ман Ч. В. и Нат Н. С. Н)), аргументы которых 
прямо пропорциональны nΔ  - амплитуде моду-
ляции коэффициента преломления ультразву-
ковой волной. 

3. Спектральные составляющие порядка N  
с частотой NΩ ± ω  отклоняется от первона-
чального направления распространения свето-
вого луча на угол N Nϑ = ± Λ λ , где Λ  - длина 
электромагнитной волны в оптически прозрач-
ном материале; λ  - длина ультразвуковой вол-
ны. Для продольной ультразвуковой волны с 
частотой 200 МГц  в плавленом кварце 
( v 5960 м с= ) и гелий – неонового лазера 

( 0,433 мкмΛ = ) отклонение o
1 1sin 0 50′ϑ ≈ ϑ ≈ . 

Особенностью дифракции Бриллюэна – 
Мандельштама, основные свойства которой пе-
речислены выше, является то, что ширина 2  
акустического пучка не должна превышать не-
которого критического значения 2

c2 = λ Λ . 
Чем выше частота ультразвуковой волны, тем 
труднее выполнить условие c≤ . Для плав-
леного кварца и гелий – неонового лазера на 
частоте ультразвука 100 МГц  критическая ши-
рина c2 8,4 мм= , а на частоте 300 МГц  - 

c2 0,93 мм= . 
Если световой луч отклоняется на угол ±β  

от нормали к боковой поверхности ультразвуко-
вого пучка, и этот угол удовлетворяет условию 

( )sin 2β = Λ λ , которое в рентгеноструктурном 
анализе называется условием Брэгга (Лоуренс 
Брэгг (31.03.1890 – 01.07.1971) - английский фи-
зик, член Лондонского королевского общества), 
то ширина 2  ультразвукового пучка должна 

удовлетворять сильному неравенству c>> , 
что без труда реализуется в высокочастотных 
ультразвуковых пучках. 

Этот тип дифракции световых лучей на 
ультразвуке называется дифракцией Брэгга. 
При этом дифрагируют только гармоники перво-
го порядка, т. е. спектральные составляющие с 
частотами Ω ± ω . 

Применительно к брэгговской геометрии 
сформулированные выше свойства дифракции 
Бриллюэна – Мандельштама определяются 
следующим образом. 

1. Интенсивность единственного отклонен-
ного светового луча прямо пропорциональна 
амплитуде продольных волн в ультразвуковом 
пучке. 

2. Угол отклонения единственного луча пря-
мо пропорционален частоте ультразвуковой 
волны. 

3. Частота отклоненного светового луча от-
личается от частоты падающего светового луча 
на частоту смены знака напряженно-
деформированного состояния в ультразвуковой 
волне. 

Первое свойство дифракции Брэгга исполь-
зуется в модуляторах световых лучей, второе – 
в дефлекторах. Для дефлекторов с перемен-
ным и плавно регулируемым углом светового 
луча требуется генерация ультразвукового пуч-
ка, интенсивность которого не изменяется в 
пределах определенной полосы частот. Говоря 
иными словами, для изменения в определенных 
пределах угла отклонения светового луча, тре-
буется излучатель ультразвуковых волн с по-
стоянным коэффициентом передачи в опреде-
ленной полосе частот. 

Рациональное конструирование эффектив-
но работающих акустооптических ячеек, прежде 
всего дефлекторов и модуляторов, должно, 
очевидно опираться на теоретически обосно-
ванные рекомендации по выбору материалов и 
геометрических параметров элементов этих 
устройств. Эти рекомендации формируются на 
основе результатов исследования математиче-
ской модели акустооптических ячеек. 

В соответствии с определением академика 
Андрея Николаевича Тихонова [18] «Математи-
ческая модель - приближенное описание какого-
либо класса явлений внешнего мира, выражен-
ное с помощью математической символики. Ма-
тематическая модель - мощный метод познания 
внешнего мира, а также прогнозирования и 
управления. Анализ математической модели 
позволяет проникнуть в сущность изучаемых 
явлений». 
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Рассмотрим принципы построения матема-
тических моделей акустооптических ячеек. 

2. Принципы построения математических 
моделей акустооптических ячеек 

На рис. 2 схематически изображена конст-
рукция типовой акустооптической ячейки. 

Позицией 1 на рис. 2 показан оптически про-
зрачный кристалл, позиция 2 – ограниченная по 
размерам область кристалла, где реализуется 
режим бегущей ультразвуковой волны (область 
акустооптического взаимодействия). Позицией 3 
обозначен поглотитель (демпфер) ультразвуко-
вых волн, которые возбуждаются электроаку-
стическим преобразователем (ЭАП), располо-
женном на противоположном торце кристалла 
(рис. 2). 

 
Рис. 2. Схематическая конструкция типовой аку-
стооптической ячейки 

Если падающий световой луч I пересекает 
несколько волновых фронтов ультразвукового 
пучка (рис. 2), то дифрагированный луч света II 
отклоняется от первоначальной ориентации на 
угол 1 2ϑ = β . Если амплитуду падающего све-
тового луча обозначить символом 0A , то ам-
плитуда A  дифрагированного определяется 
следующим образом [4] 

2

0 0

nA sin 2
A

⎛ ⎞Δ
= π⎜ ⎟⎜ ⎟Λ⎝ ⎠

, 

где 0Λ  - длина электромагнитной волны в ва-
кууме (рис. 1); nΔ  - амплитудное значение мо-
дуляции коэффициента преломления. 

Алгоритм преобразования сигналов в аку-
стооптической ячейке с дифракцией Брэгга 
можно записать в следующем виде 

( ) ( )

( )

ijk 0
0 0 0 1

qrmn ij

k

c ,
A , A ,

p ,

u x ,

ρ⎛ ⎞
Ω β ⇒ ⇒ Ω ±ω ϑ⎜ ⎟⎜ ⎟χ⎝ ⎠

⇑

ω

(10) 

где ( )0 0A ,Ω β  - падающий под углом Брэгга β  

луч I с известной амплитудой 0A  и круговой 
частотой 0Ω ; в круглых скобках в составе алго-
ритма (10) перечислены основные физико-
механические параметры области акустоопти-
ческого взаимодействия: модули упругости ijkc , 

плотность 0ρ  оптически прозрачного материа-
ла, фотоупругие константы qrmnp  и компоненты 

тензора диэлектрической проницаемости ijχ ; 

символом ( )0 1A ,Ω ±ω ϑ  обозначен дифрагиро-

ванный световой луч II; ( )ku x ,ω  - вектор сме-
щения материальных частиц области акустооп-
тического взаимодействия. 

Вообще говоря, параметры дифрагирован-
ного светового луча определяются в результате 
решения системы уравнений (9). Однако это 
решение предваряется определением кинема-
тических характеристик волнового поля смеще-
ний материальных частиц оптически прозрачно-
го кристалла. Полагая, что возбуждения ультра-
звуковых волн является линейным процессом, 
амплитудное значение гармонически изменяю-
щегося во времени по закону i teω  вектора сме-
щения материальных частиц можно, в общем 
случае, записать в следующем виде 

( ) ( )k г ku x , U W x , ,ω = ω Π ,                (11) 

где гU  _ амплитуда разности электрических по-
тенциалов на выходе генератора электрических 
сигналов (рис. 2) ( гZ  - внутреннее сопротивле-

ние генератора); ( )kW x , ,ω Π  - зависящая от 

частоты ω , координат kx  точки и набора физи-
ко-механических и геометрических параметров 
(символ Π ) векторная функция, которую будем 
в дальнейшем называть передаточной характе-
ристикой электроакустического преобразовате-
ля (аббревиатура ЭАП на рис. 2) акустооптиче-
ской ячейки. 

Если передаточная характеристика 
( )kW x , ,ω Π  известна, то построение математи-

ческой модели акустооптической ячейки сво-
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дится к решению системы уравнений (9). В про-
цессе решения этой системы уравнений, кото-
рый, надо сказать, являет собой далеко нетри-
виальную математическую задачу, будут полу-
чены только лишь уточненные количественные 
оценки тех эффектов, которые были получены 
ранее Л. Бриллюэном, Ч. В. Раманом,  
Н. С. Н. Натом и С. М. Рытовым в тридцатых го-
дах прошлого века. Новых, в качественном 
смысле, особенностей акустооптического взаи-
модействия в решениях системы уравнений (9) 
не будет. Это утверждение, без каких-либо ого-
ворок, справедливо для продольных объемных 
волн. Можно предположить, что решения сис-
темы уравнений (9) для пучков ультразвуковых 
сдвиговых волн будут содержать какие-то но-
вые результаты, но это маловероятно. 

Следует заметить, что начиная с теоретиче-
ских работ Л. Бриллюэна и по настоящее время, 
предполагается, что в объеме оптически про-
зрачного кристалла распространяются исключи-
тельно продольные объемные волны. Это было 
правдой до недавних пор, пока в качестве элек-
троакустических преобразователей применя-
лись пьезоэлектрические пленки [4]. Эти преоб-
разователи обеспечивали возбуждение про-
дольных волн в частотном диапазоне, верхняя 
граничная частота которого не превышала 
300МГц. В лучших современных образцах аку-
стооптических ячеек используются ультразвуко-
вые пучки гигагерцового частотного диапазона. 

Существенное увеличение частоты смены 
знака напряженно-деформированного состоя-
ния оптически прозрачного кристалла было 
обеспечено применением электродных струк-
тур, которые размещались на поверхности пье-
зоэлектрического, оптически прозрачного, моно-
кристалла. Вначале использовались сэндвичи 
из оптически прозрачных материалов и пьезо-
электрических кристаллов (см. библиографию в 
монографии [8]). Затем, в конце прошлого сто-
летия, начали применяться оптически прозрач-
ные пьезоэлектрики (яркий пример – ниобат ли-
тия LiNbO3), в которых объемные ультразвуко-
вые волны возбуждаются электродными струк-
турами, расположенными на поверхности моно-
кристалла (см., например, [9]) 

Если во времена использования пленочных 
электроакустических преобразователей суще-
ствовали хоть какие-то оценки передаточной 
характеристики ( )kW x , ,ω Π  преобразователя 
(см., например, раздел 1 в монографии [4]), то 
сейчас, когда практически повсеместно приме-
няются электродные структуры, таких оценок, 
пусть даже приближенных, не существует. Яр-

ким доказательством отсутствия физически со-
держательной теории возбуждения объемных 
ультразвуковых волн с поверхности пьезоэлек-
трических кристаллов являются патенты на 
изобретение новых конструкции акустооптиче-
ских ячеек (см., например, патент Российской 
федерации №2337387 [16]). 

В сложившейся ситуации, когда фактически 
отсутствует физически содержательная теория 
возбуждения высокочастотных объемных волн с 
поверхности пьезоэлектрических кристаллов, 
принципиальным моментом математического 
моделирования акустооптических ячеек являет-
ся математическое описание процесса преоб-
разования следующих сигналов 

( )
E
ijk 0

г k ij
qrmn ij kmn

c ,
U u x ,

p , , eε

⎛ ⎞ρ
⎜ ⎟⇒ ω ⇒ ⇒ Δχ
⎜ ⎟χ⎝ ⎠

,(12) 

где E
ijkc  - компонент тензора модулей упруго-

сти, экспериментально определенный в режиме 
постоянства (равенства нулю) напряженности 
электрического поля; ij

εχ  - элемент матрицы 

тензора диэлектрических проницаемостей, экс-
периментально определяемый в режиме посто-
янства (равенства нулю) упругих деформаций; 

kmne  - компонент тензора пьезоэлектрических 
констант оптически прозрачного материала. 

При этом для продольных упругих волн дек-
ларируется следующий принцип: качественные 
и количественные оценки различных аспектов 
дифракции Брэгга, полученные в результате 
решения уравнения дифракции (системы урав-
нений (9)), уже известны. В данной ситуации 
математическое моделирование акустооптиче-
ской ячейки сводится к построению математи-
ческой модели канала преобразования 
г ijU ⇒ Δχ , который описывается алгорит- 

мом (12). 
Очевидно, что электродные структуры воз-

буждают не только продольные, но и сдвиговые 
волны. В этом случае также необходимо по-
строить математическую модель ультразвуко-
вого тракта, т. е. канала преобразования сигна-
лов г ijU ⇒ Δχ  для сдвиговых волн. Если изме-

нения диэлектрической проницаемости s
ijΔχ , 

обусловленные сдвиговыми волнами  
(символ s ), окажутся соизмеримыми с измене-

ниями ijΔχ , которые обеспечиваются продоль-

ными волнами (символ ), то возникает необ-
ходимость в моделировании оптического тракта 
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акустооптической ячейки, т. е. в решении сис-
темы уравнений (9). 

Как в случае продольных, так и в случае по-
перечных (сдвиговых) объемных волн, в про-
цессе математического моделирования акусто-
оптических ячеек на передний план выдвигает-
ся задача о возбуждении гармонических волн в 
упругом пьезоэлектрическом полупространстве 
электрическими полями, которые создаются 
электродными структурами, расположенными 
на поверхности этого полупространства. 

 
Рис. 3. К постановке задачи о возбуждении объ-
емных волн 

На рис. 3 схематически изображен электрод 
(позиция 1) на поверхности упругого полупро-
странства (позиция 2). К электроду подключен 
генератор переменного электрического напря-
жения, который сообщает электроду изменяю-
щийся во времени электрический заряд. Элек-
трический заряд является источником перемен-
ного электрического поля, напряженность кото-
рого в объеме пьезоэлектрического полупро-
странства будем обозначать вектором 

( ) i t
kE x e∗ ω . Сформированное внешним устрой-

ством электрическое поле взаимодействует с 
ионами пьезоэлектрика и вынуждает их совер-
шать колебательные движения относительно 
первоначального равновесного положения. Об-
мен импульсом между материальными части-
цами пьезоэлектрика порождает упругую волну. 
Амплитудные значения компонентов ( )j ku x ,ω  

вектора смещения материальных частиц удов-
летворяют уравнениям установившихся гармо-
нических колебаний, которые записываются 
следующим образом 

ij 2
0 j

i
u 0

x
∂σ

+ ρ ω =
∂

,   i , j 1,2,3= ,           (13) 

где ijσ  - амплитуда гармонически изменяюще-

гося во времени по закону i teω  компонента тен-
зора упругих напряжений, который определяет-
ся обобщенным законом Гука для упругих сред 
с пьезоэлектрическими эффектами [12] сле-
дующим образом 

( )E
ij ijk kij k k

k

u
c e E E

x
∗∂

σ = − +
∂

.            (14) 

В определении (14) символом kE  обозначе-
но амплитудное значение k -го компонента век-
тора напряженности внутреннего электрическо-
го поля, которое возникает в деформируемом 
пьезоэлектрике из-за смещения ионов из поло-
жения равновесия. 

Электрическое состояние деформируемого 
пьезоэлектрика определяется законом электри-
ческой поляризации диэлектриков с пьезоэлек-
трическими свойствами, который записывается 
в следующем виде  

( )m
i imn in n n

n

u
D e E E

x
ε ∗∂

= + χ +
∂

.           (15) 

Амплитудные значения векторов электриче-
ской индукции и напряженности электрического 
поля удовлетворяют уравнениям Максвелла, 
которые для среды с нулевой электрической 
проводимостью записываются следующим об-
разом 

k
ijk i

j

H
i D

x
∂

ε = ω
∂

,                       (16) 

i
mni m

n

E
i B

x
∂

ε = − ω
∂

.                  (17) 

Можно показать [13], что для идеальных ди-
электриков система уравнений (16) и (17) сво-
дится к следующим условиям: 

 divD 0= ,   rotE 0= , (18) 

откуда следует, что внутреннее электрическое 
поле носит потенциальный характер и может 
быть определено через скалярный потенциал 

inΦ  обычным образом, т. е. in
k kE x= − ∂Φ ∂ . 

Уравнение (13) после подстановки в него 
выражения (14) принимает следующий вид 

2 2 in
E 2
ijk kij 0 j j

k i k i

u
c e u f

x x x x
∗∂ ∂ Φ

+ + ρ ω =
∂ ∂ ∂ ∂

,(19) 

где ( )j kij k if e E x∗ ∗= ∂ ∂  - амплитудное значение 

j -го компонента вектора объемной плотности 
сил Кулона, т.е. сил, с которыми созданное 
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внешними источниками электрическое поле 
взаимодействует с ионами пьезоэлектрика. 

Условие отсутствия электрической прово-
димости, т.е. условие divD 0,=  в скалярной 
форме записи имеет следующий вид 

2 2 in
i m

imn in
i n i n i

D u
divD e 0

x x x x x
ε∂ ∂ ∂ Φ

= = − χ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. (20) 

Для того, чтобы понять роль внутреннего 
электрического поля в процессе деформирова-
ния пьезоэлектрика, рассмотрим модельный 
пример. 

Предположим, что в объеме пьезоэлектрика 
распространяется плоская электроупругая вол-
на, фазовый множитель которой задается с по-
мощью функции ( )F t n r v− ⋅ , где n  - вектор 
единичной нормали к поверхности равных фаз, 
т. е. к фронту плоской волны; r  - радиус-вектор 
с проекциями kx , проведенный из начала коор-
динат в произвольную точку с координатами kx  
на поверхности фронта; v  - скорость переме-
щения фронта волны (фазовая скорость). Зна-
чения компонентов вектора смещения и элек-
трического потенциала в произвольной точке на 
поверхности равных фаз определяются сле-
дующим образом 

( ) j j
k

n x
u x ,t U F t

v
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

( ) j jin in
k 0

n x
x ,t F t

v
⎛ ⎞

Φ = Φ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (21) 

Подставляя определения (21) в уравнения 
(19) и (20), и учитывая при этом, что слагаемое 

2 2 2
0 j 0 ju u tρ ω ≡ − ρ ∂ ∂ , получаем 

E k i
ijk 2

ink i
kij 0 0 j j2

n n n rc U F t
vv

n n n r n re F t U F t f
v vv

∗

⋅⎛ ⎞′′ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′′+ Φ − −ρ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (22) 

n i
imn m2

in0 i
in 02

n n n re U F t
vv

n n n rF t 0
vv

ε

⋅⎛ ⎞′′ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅⎛ ⎞′′−χ Φ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

,          (23) 

где запись ( )F t n r v′′ − ⋅  означает вторую про-
изводную фазовой функции по сложному аргу-
менту ( )t n r v− ⋅ . 

Из уравнения (23) следует, что 
in
0 m m

0

1 q UΦ =
α

, 

где 0 in i nn nεα = χ ; m imn i nq e n n= . 
Подставляя найденное значение электриче-

ского потенциала in
0Φ  в уравнение (22) и при-

нимая при этом во внимание, m mq U q U≡ , по-
лучаем 

j 0 j j2
1 n rU U F t f

vv
∗⋅⎡ ⎤ ⎛ ⎞′′Γ − ρ − =⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠⎣ ⎦
, 

где ( ) ( )E
j ijk k i kij k i i j j i 0c n n e n n e n n⎡ ⎤Γ = + α⎣ ⎦ , т. е. 

исходные модули упругости E
ijkc  получают оп-

ределенную добавку. 
Увеличение жесткости деформируемого 

пьезоэлектрика вполне понятно и без проде-
ланных выше вычислений. Внешним силам, ко-
торые деформируют пьезоэлектрик, противо-
стоят силы упругости и силы Кулона, которые 
возникают в результате взаимодействия внут-
реннего электрического поля с ионами пьезо-
электрика. При этом силы Кулона внутреннего 
электрического поля пытаются вернуть ионы на 
места их равновесного расположения. 

Вклад сил Кулона внутреннего электриче-
ского поля в эффективные модули упругости 
для природных оптически прозрачных пьезо-
электриков невелик. Относительная величина 
поправок, обусловленных силами Кулона внут-
реннего электрического поля, не превышает 
15%. 

Таким образом, сложное в плане формули-
ровки граничных условий для внутреннего элек-
трического поля, совместное решение системы 
уравнений (19), (20) позволяет получить точный 
результат относительно искомых компонентов 

( )k ku x ,ω  вектора смещения материальных час-
тиц пьезоэлектрика. 

Если пренебречь самим фактом существо-
вания внутреннего электрического поля, т. е. 
положить in 0Φ = , то электрическое состояние 
деформируемого пьезоэлектрика не определя-
ется, а компоненты вектора смещения опреде-
ляются как решения следующей системы урав-
нений 

2
E 2
ijk 0 j j

k i

u
c u f

x x
∗∂

+ ρ ω =
∂ ∂

.                (24) 

На поверхности пьезоэлектрика, т. е. в плос-
кости 3x 0=  должен выполняться третий закон 
Ньютона, что эквивалентно записи следующих 
граничных условий 

( )
3

3j 3 j
x 0

0∗

=
σ − σ = ,                      (25) 
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где 3 j k3 j ke E∗ ∗σ =  - поверхностная плотность сил 

Кулона электрического поля созданного внеш-
ними источниками. 

Соотношения (24) и (25) образуют гранич-
ную задачу динамической теории упругости о 
возбуждении ультразвуковых волн системой 
объемных и поверхностных нагрузок. Эта зада-
ча сравнительно просто решается с помощью 
преобразований Ханкеля; проблемы возникают 
на этапе обратного преобразования. Результа-
ты решения представляют собой приближен-
ную, с погрешностью не более 10% - 15%, оцен-
ку реального волнового поля смещений мате-
риальных частиц пьезоэлектрика. 

История изучения дифракции световых лу-
чей на ультразвуковых пучках являет постоянно 
примеры тому, как удивительно хорошо рабо-
тают оценки реальных процессов, которые по-
строены на основе исследования модельных 
ситуаций. 

Это обстоятельство позволяет сделать еще 
один шаг в сторону упрощения процедуры фор-
мирования оценок параметров ультразвукового 
пучка. 

В качестве нулевого приближения к реаль-
ной ситуации можно заменить реальный, анизо-
тропный по упругим свойствам, пьезоэлектрик 
изотропным твердым телом, в котором скорость 
распространения продольной волны v  при-
близительно равна скорости распространения 
(в определенной группе направлений) квази-
продольной волны. При этом скорость распро-
странения поперечной (сдвиговой) волны равна 
усредненной скорости распространения двух 
квазипоперечных волн. 

Привлекательность такого подхода к оценке 
параметров ультразвукового пучка заключается 
в простоте решения дифференциальных урав-
нений установившихся колебаний. 

Действительно, в изотропном твердом теле 
справедливое во всех случаях жизни представ-
ление Гельмгольца [11] вектора смещения ма-
териальных частиц 

grad rotu = Φ + Ψ ,              (26) 

где Φ  и Ψ  - скалярный и векторный потенциа-
лы поля смещений материальных частиц упру-
гой среды, дополненное условием div 0Ψ = , 
обращает систему уравнений (24) в систему од-
нотипных уравнений Гельмгольца следующего 
вида 

2 2k
2G

∗Φ
∇ Φ + Φ =

λ +
,                 (27) 

2 2
sk

G

∗Ψ
∇ Ψ + Ψ = ,                      (28) 

где k v= ω  - волновое число продольных 

волн; ( ) 0v 2G= λ + ρ  - скорость продольных 

волн; λ  и G  - константы Ламе; s sk v= ω  - вол-

новое число сдвиговых волн; s 0v G= ρ  - ско-

рость распространения волн сдвига; ∗Φ  и ∗Ψ  - 
скалярный и векторный потенциалы поля объ-
емной плотности сил Кулона. 

Потенциалы ∗Φ  и ∗Ψ  сравнительно просто 
определяются по известным амплитудным зна-
чениям компонентов вектора объемной плотно-
сти сил Кулона. 

Запишем представление Гельмгольца для 
вектора объемной плотности сил Кулона 

f grad rot∗ ∗ ∗= Φ + Ψ .                  (29) 

Вычисляя дивергенцию от левой и правой 
частей определения (29), получаем уравнение 
Пуассона, которое определяет аналитические 
свойства скалярного потенциала ∗Φ : 

2 div f∗ ∗∇ Φ = .                        (30) 

Полагая, что выполняется условие 
div 0∗Ψ = , после вычисления ротора от левой и 
правой частей выражения (29), получаем урав-
нение Пуассона следующего содержания 

2 rot f∗ ∗∇ Ψ = − .                     (31) 

Единственность решения уравнений (27) и 
(28) обеспечивается граничными условиями 
(25). 

Полученные в результате решения уравне-
ний (27) и (28) потенциалы позволяют опреде-
лить компоненты векторов смещения матери-
альных частиц в продольной и сдвиговой волне 
с погрешностью, которая, как представляется, 
не превышает 25% относительно реальных зна-
чений тех же величин. 

Таким образом, передаточная характери-

стика ( )kW x , ,ω Π  электродной структуры, кото-

рая генерирует ультразвуковые волны в объеме 
оптически прозрачного пьезоэлектрического 
кристалла, может быть определена одним из 
трех способов, а именно: 

а) путем решения уравнений (27) и (28) с 
граничными условиями (25) – нулевое прибли-
жение к реальной аналитической конструкции 

функции ( )kW x , ,ω Π ; 
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б) путем решения граничной задачи (24), 
(25) – первое приближение; 

в) путем решения системы уравнений (19), 
(20) с граничными условиями (25) и с соответст-
вующими условиями для компонентов вектора 
напряженности внутреннего электрического по-
ля на поверхности 3x 0=  - точное решение. 

Поскольку в настоящее время нет никаких 

оценок для функции ( )kW x , ,ω Π , и по этой при-

чине отсутствуют какие-либо внятные рекомен-
дации по конструированию акустооптических 
ячеек, постольку надо начинать сначала, т. е. с 
нулевого приближения. Все последующие спо-
собы определения передаточной характеристи-

ки ( )kW x , ,ω Π  будут, надо полагать, только 

лишь уточнять (в количественном смысле) ре-
зультаты, которые содержатся в нулевом при-
ближении. 

Выводы 

Показано, что качественные и количествен-
ные характеристики акустооптических ячеек, в 
которых реализуется дифракция Брэгга, опре-
деляются кинематическими параметрами ульт-
развукового пучка. Характеристики ультразву-
кового поля целиком и полностью определяют-
ся передаточными характеристиками электро-
акустического преобразователя, который гене-
рирует ультразвуковые волны в оптически про-
зрачном кристалле. Сделан вывод о принципи-
альной важности математического моделиро-
вания передаточных характеристик электроаку-
стических преобразователей вообще и элек-
тродных структур в частности. Предложены 
схемы построения математических моделей 
электродных структур. 
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Принципи математичного моделювання акустооптичних комірок 

Конспективно викладено основні факти феномена дифракції світлових променів на ультра-
звукових пучках. Показано, що подальше вдосконалення параметрів і технічних показників 
дефлекторів і модуляторів світлових променів принципово неможливо без побудови та 
дослідження математичної моделі випромінювача ультразвукових хвиль. Запропоновано три 
версії побудови математичної моделі, що відрізняються точністю кількісних оцінок, тобто 
передавальної характеристики; ультразвукового перетворювача у вигляді електродної струк-
тури, розташованої на поверхні оптично прозорого п'єзоелектричного кристала. Бібл. 18, рис.3. 

Ключові слова: акустооптика; акустооптична комірка; дефлектор; модулятор; матема-
тична модель; ультразвуковий перетворювач. 
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Principles of acousto-optical cells mathematical modeling  

In article is shortly outlined basic facts of the light rays diffraction on the ultrasonic beam. 
It is shown that further improvement of parameters and technical characteristics deflectors and modu-

lators of light rays is impossible without creating of mathematical model of the radiator of ultrasonic waves.  
Three version of constructing  of mathematical model  was offered that are different in accuracy of 

quantitative estimations. Also was offered model of ultrasonic transducer in form of electrode structure 
situated on the surface of an optically transparent piezoelectric crystal. References 18, figures 3.  

Keywords: acousto-optics; acousto-optic cell; deflector; modulator; mathematical model; ultrasonic 
transducer.  
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